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12. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Podprzestrzen Y przestrzeni unormowanej X nazywamy niezmienniczg dla operatora liniowe-

goT : X — X jesli T(Y) C Y. Podaé¢ przyklady podprzestrzeni niezmienniczych operatora
przesuniecia S okreslonego na (% wzorem

S(Io,l’l,$2, .. ) = (0,1‘0,1’1,1’2, .. )

Dla X = (C0,1] i g € X okreslamy operator T : X — X wzorem T'f = ¢gf (mnozenie punktowe
przez funkcje g). Pokazaé, ze operator T jest ograniczony. Znalezé o(T).

Rozwiaza¢ poprzednie zadanie w przypadku, gdy X = L?*(0,1) oraz g € C[0, 1].

Operator T : {2 — (? jest okreslony wzorem

(Tx)n - )‘nxna

gdzie A, jest ustalonym ciggiem ograniczonym. Znalezé (1) oraz o,(T).

. Korzystajac z poprzedniego zadania pokazaé, ze istnieje operator T': £2 — (2, ktérego spektrum

jest z géry zadanym zwartym podzbiorem K C C.

Niech T' € B(X). Pokazad, ze ||RA(T)|| — 0, gdy || — oo.

Niech T": /7 — (P, 1 < p < o0, bedzie okreslony wzorem
T(xo,z1,x9,...) = (21,22, 23 ...).

Zmalez¢ spektrum 7.

Dla T € B(H) pokazaé, ze o(T*) = o(T).

T jest ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta H. Pokazac, ze

(a) T jest roznowartosciowy wtedy i tylko wtedy. gdy obraz T jest gesty;
(b) T™* jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy. gdy obraz T jest gesty;

(c) Jesli T jest "na”, to istnieje operator ograniczony S : H — H taki, ze T'S = I. Czy operator
S jest jedyny ? Pokazaé, ze istnieje operator Sp, taki, ze TSy, = I oraz ||Spinv|| < ||Sv]|,
v € 'H, dla kazdego ograniczonego operatora S spelniajacego T'S = I.

(d) T ma domkniety obraz wtedy i tylko wtedy T* ma domkniety obraz.
Dla T, S € B(X) oraz A € o(S) N o(T') wyprowadzi¢ wzor

R\(T) — RA(S) = RA(S)(T — S)RA(T).
Obliczy¢ norme operatora T okreslonego wzorem
1 T
T ==
flay =" [ fwdy

w przestrzeni L*(0, 1). Znalezé operator sprzezony. Pokazaé, ze istnieje cigg funkcji f, € L? taki,
ze fn, — 0 slabo, ale ||T'f,||2 nie dazy do 0. Wskazéwka. Zauwazy¢, ze

Tf() = [ fen)dy
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Skorzysta¢ z nieréwnosci
1/2

</01 (/Olg(x,y)dy>2dx> < /01 </Olg($7y)2dx> dy.

Zbadaé jak zachowuje sie iloraz || f||5*|Tf]2 dla f(z) = 22, gdy a — —1/2%.

1/2

T jest operatorem na L?(0, 4+00) okreslonym przez

i) = [ e )dy.

Dowiesé, ze T jest ograniczonym operatorem na L? i znalezé¢ jego norme. Obliczyé T* i pokazaé,
ze operator T'T™* zadany jest wzorem

T ) = [ T+ y)

Wskazéwka. Zauwazy¢, ze
1 oo Ly
Tfx)=— [ ey
0 x

x
Skorzystac¢ z nieréwnosci

</0°° (/000 g(, y)d3/>2 dx) - < /OOO (/OOO g(z, y)Qalx)l/2 dy.

Zbadaé zachowanie si¢ ilorazu ||f||3||Tf]l2 dla f(z) = 2~ Y/?+e=% gdy 6, — 0F.

T jest operatorem na L?*(0,1) takim, ze dim Im T < +o00. Pokazaé, ze istnieje funkcja K (z,y) z
L*((0,1) x (0,1)) taka, ze

1
Tf@) = [ K.y)f@)dy
Wskazdéwka. Niech ¢q,..., ¢, oraz bedzie baza ortonormalng dla Im 7. Pokazac, ze

-M%MZé@%MMM)

Pokazac, ze jesli A nie jest samosprzezony na H, to réwnosé

[Al = sup [(Az, )]

=<1

nie musi zachodzié.



