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13. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Operator T jest okreslony na L*(0,1) wzorem

(Tf)(@) = [ ).

Zmnalez¢ jawny wzor catkowy dla operatoréw (zI — T)7!, gdzie 2 # 0. Skorzysta¢ z faktu, ze
(21 — T)™' =32 2~ +0T™ § 7e wzoru calkowego na T™ podanego na wyktadzie. Znalezé wzor
dla operatora sprzezonego T™.

Ograniczony operator 7' na przestrzeni Banacha X spelnia warunek p(7') = 0, dla pewnego
wielomianu p(z) = a,2" + ... + ag. Pokazaé, ze spektrum operatora T' jest zawarte w zbiorze
pierwiastkéw wielomianu p(z).

Dla funkcji zespolonej k(x,y) dwu zmiennych na [0, 1] x [0, 1] okreslamy operator catkowy na
L*(0,1) wzorem

(K@) = [ Keou)f ) dy.

Znalezé wzor dla K*.

. Ograniczony operator P na przestrzeni Banacha X nazywamy rzutem jeéli P? = P. Pokazaé, ze

ImP jest domknigty. Znalez¢ spektrum dla P. Znalezé wzér na operatory rezolwenty (21 — P)~L.

Rzut P na przestrzeni Hilberta H nazywamy ortogonalnym jesli Pxr 1 x — Px dla dowolnego
x € 'H. Pokaza¢, ze nastepujace trzy warunki sa rownowazne:

(a) P jest ortogonalny.
(b) Pl <1
(c) P*=P.

P i @ sa rzutami ortogonalnymi w przestrzeni Hilberta takimi, ze PQ) = Q) P. Pokaza¢, ze kazdy
z operatorow I — P, [ — Q, PQ, P+ Q — PQ i P+ @Q — 2PQ jest rzutem ortogonalnym. Opisaé
obrazy tych rzutéw za pomoca podprzestrzeni M = ImP i N = ImQ).

Dla ograniczonego ciggu liczb zespolonych {\,} okreslamy operator T na przestrzeni £* wzorem
T(l’l, To2,T3, . . ) = ()\133'1, )\2.%'2, )\31’3, .. )
Zmalez¢ T* oraz (21 —T)7 1.

Dla ograniczonej zespolonej funkcji ciagtej g(x) na prostej okreslamy operator T'na L?(R) wzorem
(Tf)(x) = g(z)f(x). Znalezé spektrum operatora T' i jego norme. Pokazaé, ze T jest operatorem
normalnym. Przy jakich warunkach 7T jest samosprzezony ?

Pokazaé, ze jesli T jest operatorem normalnym w przestrzeni Hilberta H, to T jest odwracalny
wtedy i tylko wtedy, gdy
[To]| > cflvll, veH,

dla pewnej statej ¢ > 0.

Pokazac, ze jesli liczba z lezy w spektrum operatora normalnego 7', to liczba |2]? lezy w spektrum
operatora 1T™T.

Niech p(z,y) bedzie wielomianem dwu zmiennych. Pokazaé, ze jesli liczba z lezy w spektrum
operatora normalnego T, to liczba p(z,Zz) lezy w spektrum operatora p(T,T™).
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U jest ograniczonym i odwracalnym odwzorowaniem liniowym z przestrzeni Banacha X na prze-
strzen Banacha Y. T i S sg operatorami ograniczonymi na przestrzeni X i Y odpowiednio,
spetniajacymi zwigzek S = UTU . Pokazaé, ze spektra operatoréw S i T sg réwne.

Dla funkcji ciagtej g(z) o okresie 2 okreslmy operator T’ na przestrzeni L?(0, 2w) wzorem

_ 1
o

T(w) = 5 [ oo =) i)y

Pokazaé, ze T jest operatorem ograniczonym i ||T|| < (27)~! 7™ |g(x)|dx. * Znalezé spektrum
operatora T. Wskazéwka: Rozwazy¢ odwzorowanie U : L*(0,2r) — (*(Z)

UHm) =Fn) = — [ fle)e .

2 Jo

Pokazaé, ze (UTf)(n) = G(n)f(n) = §(n)(U f)(n). Wywnioskowaé, ze UTU" jest operatorem
mnozenia przez ciag {g(n)}>, okreslonym na ¢*(Z). Skorzystac¢ z zadan 71 9.
Niech T bedzie operatorem samosprzezonym w przestrzeni Hilberta. Pokazac, ze:

(a) ||7]| <1 wtedy i tylko wtedy, gdy o(T) C [—1,1].

(b) o(T) C [0,400) wtedy i tylko wtedy, gdy T" jest operatorem dodatnim.

Wskazowka: W (a) skorzystaé¢ z faktu, ze v(T) = ||T||. W (b) mozna zalozy¢, ze ||T]| < 1.
Wtedy o(T) C [0,1]. Zatem (2T — I) C [-1,1]. Z (a) mamy, ze ||I — 2T|| < 1. To pociaga
(x = 2Tz, x) < (z,x),dlaz € H.

Dla operatora samosprze¢zonego 1" okreslamy
m = inf{(Tx,z) : ||z|| = 1} M =sup{(Tz,x) : ||z|| = 1}.

Pokazaé, ze o(T) C [m, M| oraz m.M € o(T). Wskazéwka: Zauwazy¢, ze operatory T —ml oraz
MI — T sg dodatnie.

Pokazaé, ze dla operatora A € ‘H nie zawsze istnieje czesciowa izometria U taka, ze A = |A|U.
Znalez¢ warunki wystarczajace, aby A = |A|U.

Przestrzen H jest przestrzenia Hilberta wzgledem dwu réwnowaznych norm ||« |1 i || - ||2. Pokazaé,
ze istnieje dodatni operator A wzgledem normy || - ||; taki, ze ||z||s = [|Ax]|:.



