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14. Zadania z analizy funkcjonalnej

Udowodnié, ze jesli ciag A, € B(H) jest stabo zbiezny, to réwniez ciag A’ jest stabo zbiezny.
Pokazaé, ze stwierdzenie nie jest prawdziwe dla mocnej zbieznosci.

(a) Niech A,, A € B(H). Pokaza¢, ze jesli A,, > 0 oraz A, jest zbiezny do A w normie opera-
torowej, to A > 0 oraz v/A4, — v/A w normie operatorowej.
) Pokazaé, ze jedli A,, > 0 oraz A,, — A mocno, to réwniez /A, — v/A mocno.
(c) Pokazaé, ze jesli A, — w normie operatorowej, to |A,| — |A| w normie operatorowe;.
) Pokazaé, ze jesli A, — A oraz A — A* mocno, to réwniez |A,,| — |A| mocno.

) Pokazaé na przykladzie, ze poprzednie stwierdzenie nie jest prawdziwe dla stabej zbieznosci
operatorowe;j.
(a) Niech X 1Y beda przestrzeniami Banacha. Pokaza¢, ze jesli dla T,, € B(X,Y) oraz {T,,x}

jest ciagiem Cauchy’ego dla kazdego x € X, to istnieje T' € B(X,Y) taki, ze T,, — T mocno.

(b) Czy poprzednie stwierdzenie jest prawdziwe dla ciagéw uogélnionych T, ?

Niech T} : f(z) — f(z + t) bedzie operatorem na L*(R). Znalezé norme T;. Do czego sa zbiezne
operatory T, gdy t — oo, i w jaki sposob ? Odpowiedzie¢ na te same pytania dla L?(R, e’ dzx).

Niech H bedzie nieskonczenie wymiarows przestrzenia Hilberta.

(a) Pokazaé, ze jesli A, B, € B(H) sa mocno zbiezne do A i B odpowiednio to A,B,, jest
mocno zbiezny do AB.

(b) Pokazaé¢ na przyktadzie, ze jesli A, B, € B(H) sa stabo zbiezne do A i B odpowiednio to
A, B, nie musi by¢ stabo zbiezny do AB.
Niech T bedzie operatorem okreslonym na (7, 1 < p < 0o, wzorem
(Tz), = Ny, x €.
Pokazaé, ze T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy A, = 0.

Dla funkcji g ciagtej na [0, 1] okreslamy operator T : LP(0,1) — LP(0,1) przez (T'f)(z) =
g(x)f(x). Pokazaé, ze T jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy g = 0.

Niech K(z,y) bedzie funkcja catkowalna z kwadratem na [0, 1] x [0, 1]. Pokaza¢, ze operator T
okreslony na L*(0, 1) wzorem

(T = [ K f)dy

jest ograniczony i zwarty. Wskazéwka: Wskaza¢ baze ortonormalng w L%([0, 1] x [0, 1]) i rozwinaé
K(z,y) wzgledem tej bazy.

Pokazac, ze jesli T : X — Y jest zwartym operatorem liniowym pomiedzy przestrzeniami Bana-
cha X 1Y, to T nie moze by¢ "na” chyba, ze przestrzen ¥ ma skoniczony wymiar.

Pokazaé, ze rodzina zwartych operatoréw liniowych z przestrzeni Banacha X w przestrzen Ba-
nacha Y tworzy domknieta podprzestrzen liniowa w B(X,Y).

T jest zwartym operatorem z przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha Y. Pokazaé, ze jesli
obraz operatora zwartego T'(X) jest przestrzenig nieskoriczonego wymiaru, to obraz ten nie jest
domkniety w Y.

Pokazac, ze obraz operatora zwartego 17" : X — Y jest przestrzenig osrodkowa. Wskazéwka: W
przestrzeni metrycznej zupetnej podzbior jest warunkowo zwarty wtedy i tylko wtedy,gdy jest
catkowicie ograniczony.



