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15. Zadania z analizy funkcjonalnej
W przestrzeni £2 okreélamy operator T wzorem

(T2)(n) = {(1), dlan =0,

~Tp-1, dlan>1.

Pokazaé, ze T jest zwarty. Obliczy¢ || T™|| oraz promien spektralny.

. Niech a;, b; beda elementami przestrzeni L?(0,1) dlai = 1,2, ..., n. Niech K (z,y) = 3" a;(2)b;(y).

Okreslmy operator T na L?(0,1) wzorem

(1)) = [ K(w.u)f()dy.

Niech 0 # A € C. Pokazad¢, ze dla dowolnej ustalonej funkcji g € L?(0, 1) réwnanie Tf—\f = g
ma jednoznaczne rozwiagzanie f € L?(0,1), albo dla niektérych g réwnanie ma nieskonczenie
rozwigzan, a dla pozostatych g, nie ma ich wcale.

Niech

Okreslamy operator T na L?*(0,1) wzorem

(1)) = [ K0S ) dy

Pokazaé, ze wartosciami whasnymi T sg liczby (nm) ™2, n = 1,2,..., przy czym odpowiadajaca
popdprzestrzen wtasna jest jednowymiarowa. Wskazdéwka: Pokazaé, ze jesli funkcja f spelnia
Tf = \f dla A # 0, to f jest klasy C i spelnia rownanie \f” + f = 0 z warunkami
f(0) = f(1) = 0. Przypadek A\ = 0 rozpatrzy¢ oddzielnie. Zbadaé rozwiazalno$é wzgledem f
réwnania T f — Af = g dla g(z) = Y02, ¢, sin7z.

n=1

Niech A, B bedg operatorami ograniczonymi na przestrzeni Hilberta H oraz Im A C Im B.
Pokazacé, ze jesli B jest zwarty, to A tez jest zwarty.

Niech {e,}22, bedzie baza ortonormalna w przestrzeni Hilberta H. Pokazaé, ze operator T
jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy

limsup{||Tz[| : ||| = L,z L er,ea,... €0} = 0.

Pokazac, ze jesli T jest zwartym operatorem w przestrzeni Hilberta, to réwnanie Tr = x ma
niezerowe rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie 7T*x = x ma niezerowe rozwiazanie.
Pokazac, ze obie przestrzenie rozwiazan maja ten sam wymiar.

Niech T bedzie zwartym operatorem na przestrzeni Hilberta H. Pokazac, ze dla dowolnej
niezerowej wartosci wlasnej A operatora T' kazda z podprzestrzeni ker(A —T')" ma skonczony
wymiar, oraz wymiary te sag wspoélnie ograniczone przez liczbe zalezng tylko od .

Operator A > 0 jest zwarty. Pokazaé, ze AY? tez jest zwarty. Pokazaé, ze jesli 0 < B < A, to
rowniez B jest zwarty.

{@n}32, jest bazg ortonormalna w H. Dla operatora dodatniego A € B(H) okreslamy $lad

wzorem o
tr A= (Apn, n).

n=1
Pokazaé, ze tr A nie zalezy od wyboru bazy ortonormalnej. Wykazaé, ze
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(a) tr(A+ B) =tr A+ trB;

(b) tr(AA) =Atrd, A= 0;

(c) tr (UAUY)

(d) jesi0 < A< B, totrA< trB.

= tr A dla dowolonego operatora unitarnego U,

Operator A € B(H) nazywamy operatorem $ladowym jesli tr |A] < oco. Rodzine operatoréw
sladowych oznaczamy przez C). Pokazaé, ze

(a) jesli A € (4, to AA € (.
(b) Jeéll A€ 01, to A* € Cl,

(c) jeSi A € C11 B € B(H), to AB € C, 1 BA € (). Wskazéwka. Wykorzystaé zasade
minimaksu.

(d) jesli A, B € C4, to A+ B € (. Wskazéwka. Uzy¢ rozktadu polarnego dla operatoréw A,
BiA+ B.

Pokazaé, ze kazdy operator Sladowy jest zwarty. Wykazac, ze operator zwarty A jest sladowy
wtedy i tylko wtedy, gdy > A\, < oo, gdzie A, jest ciagiem liczb singularnych operatora A.

Pokazaé, ze funkcja ||Al; = tr|A| jest normg na C). Pokazaé, ze C} z norma || - ||; jest
przestrzenia Banacha.

Niech (5 oznacza rodzine operatorow Hilberta—Schmidta. Pokazaé, ze jesli A, B € (s, to
AB € (. Pokaza¢, ze kazdy operator $ladowy jest iloczynem dwu operatoréw Hilberta—
Schmidta.

Pokazaé, ze dla A € C i dowolnej bazy ortonormalnej {¢, }5° , szereg > (Agy, @) jest zbiezny
i jego suma nie zalezy od wyboru bazy. Okreslmy tr A = > (Ap,, p,). Pokazaé, ze tr AB =
tr BA, gdzie A€ C,1i B e B(H) lub A, B € Cs.

Pokazaé, ze jesli 3 |(Apn, ©n)| < oo dla dowolnej bazy ortonormalnej, to A € Cy. Pokazaé, ze
jesli 3 || Ay || < oo dla pewnej bazy ortonormalnej, to A € C}.

P i @ sa rzutami ortogonalnymi w przestrzeni Hilberta takimi, ze P — () jest operatorem
sladowym. Pokazaé, ze tr(P — @) jest liczba calkowita. Wskazéwka. P i () sa przemienne z

(P —Q)*



