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3a. Zadania z analizy funkcjonalne;j

. Udowodni¢, ze jesli x,, — x oraz y, — y w przestrzeni unormowanej X, to x, + v, — = + y.

Pokazacé, ze jesli \, — A, gdzie \,, A € C, to \,x, — Az.

. Pokaza¢ zupetno$¢ przestrzeni LP(0,1), dla p > 1. Wskazéwka: Postepowaé tak jak w przypadku

p = 1. Skorzysta¢ z nieréwnosci

12 1 allls < D21l

W przestrzeni Cg[0, 1] znalezé odlegto$é funkeji ™ od dwuwymiarowej podprzestrzeni E = {ax+
b : abeR}

Pokazaé, ze dla 0 < p < 1 funkcjonatl ||(z,,)]], = (oo, |2, |P)"/? okreslony na ciagach dla ktérych
szereg wystepujacy w definicji jest zbiezny, nie jest normag, bo nie spelnia warunku trojkata.
Pokazaé, ze spelmione sg nieréwnosci

e +yllp < ll=llp+ llylly, Ml +yll, < 2727zl + llylly).

Pokaza¢, ze L'(0, 1) zawiera dwie liniowo niezalezne funkcje f i g takie, ze || f+gll1 = || f|li +lg|l:-
Pokaza¢, ze w normie przestrzeni LP(0, 1), dla 1 < p < oo, taka sytuacja nie jest mozliwa.

Pokazaé, ze jesli X Y sa przestrzeniami unormowanymi z normami || - ||x, || - ||y, to ich suma
prosta X @Y jest przestrzeniag unormowang z norma

lz @ yll = llzllx + lylly
Pokazaé, ze jesli X 1Y sa zupelne, to réwniez X &Y jest zupeha.

Dla ciagu X, przestrzeni unormowanych z normami || - || x, okreslamy sume prosta X

o0
X = {{zn}nen | 20 € X, [{za}] = X llzallx, < oo}
n=1
Pokazaé, ze X jest przestrzenia unormowang z norma ||{z,}||. Pokazaé, ze X jest zupelna jesli
wszystkie X,, sa przestrzeniami zupetnymi.

Udowodni¢, ze jesli podzbiory A C B przestrzeni metrycznej X spelniaja warunek, ze A jest
gesty w B oraz B jest gesty w X, to A jest gesty w X.

. Wykorzysta¢ poprzednie zadanie aby udowodni¢, ze wielomiany o wspétczynnikach wymiernych

stanowig gesty podzbior przestrzeni Cg[0,1] z normie || - ||w. Udowodnié, ze ciagi (2,)5; o
skonczenie wielu wyrazach niezerowych takich, ze x, € Q + iQ stanowia gesty podzbior kazdej
przestrzeni ¢ dla 1 < p < co, w normie || - ||,

Dla domknietej podprzestrzeni M w przestrzeni Banacha X z norma || - || x, okreslamy przestrzen
ilorazowa X /M jako przestrzen klas rownowaznosci wzgledem relacji w X

x~y jesi x—ye M.

Oznaczajac klase réwnowaznosci elementu z € X przez [x| okreslamy dodawanie i mnozenie
przez skalar wzorem

alz] + Byl = [ex + Byl
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Pokazac, ze ta definicja jest poprawna, tzn. prawa strona zalezy jedynie od klas réwnowaznosci,
z ktoérych pochodza x i y, a nie od samych x i y.
Okreslmy

el = inf = mx.

Pokazaé, ze ta funkcja ma wtlasnosci normy. Pokazaé, ze X/M z ta norma jest przestrzenia
Banacha.

Wskazéwka: Pokazal, ze jesli Y ||[x,]]] < oo, to szereg Y [x,] jest zbiezny. W tym celu dla kazdego
n wybra¢ m, € M tak, aby

|70 — Ml x < 2nlzrellf\/l |2 —ml|x.

Zauwazy¢, ze szereg > (x, — my,) jest zbiezny w X. Oznaczajac jego sume przez s pokazaé, ze
[s] = X [zn] w X/M.

Niech X = C[0,1] i M = {f | f(0) = f(1) = 0}. Pokaza¢, ze X/M mozna utozsami¢ z C?, z
norma, [|(w1, x3) || = max{[z1|, [x2[}.

{z,}52, jest gestym podzbiorem kuli jednostkowej w przestrzeni Banacha X. Okreslmy odwzo-
rowanie J : ¢! — X, wzorem

JA{an}ilo— Y anz,

n=0
(a) Pokazaé, ze J jest ciagte.

(b) Pokazaé, ze kerJ jest domkniete i ze J "podnosi” sie do ciaglego odwzorowania Jz prze-
strzeni ilorazowej ¢! /ker J w X.

(¢) Pokaza¢, ze ImJ = X. Wskazéwka. Przy ustalonym z, ||z| = 1, wybra¢ indukeyjnie T (i)
tak aby

k
||x — ZQ_zl‘n(i)H <27k

i=1

(d) Zamieniajac w (c) liczbe 2 na 3.4, ..., pokazaé, ze J jest izometrig.
Znalez¢ norme operatora identycznos$ciowego z LP(a,b) w L%(a,b).

Rozwazamy przestrzen X = R" z norma ||-||2. Niech A bedzie macierza symetryczna wymiaru n X
n o wyrazach rzeczywistych. Pokazaé, ze norma operatora liniowego zwiazanego z A z przestrzeni
X w siebie, jest réwna najwiekszej z liczb |\|, gdzie A jest wartoscia wlasng macierzy A. Jaka
jest norma operatora liniowego zwigzanego z macierza ortogonalng U, tzn. takg, ze UL = U~!,

Dla jakich funkcji a(x) operator mnozenia przez a(z) jest ciaglym odwzorowaniem z LP(0,1) w
L1(0,1) 7

Obliczy¢ norme operatora

snf(z) = 1/7r D, (t)f(x —t)dt

2T —T

w przestrzeni C[—m, 7] i w przestrzeni L?(—m, ), gdzie D, (t) =1+ 2cost + ...+ 2cosnt.



