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1. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

Niech T' : ' H — 'H bedzie ograniczonym operatorem liniowym. Niech A € 0o(T), tzn. A jest
punktem brzegowym w C spektrum operatora T. Pokazaé¢, ze mozna znalezé¢ ciag wektorow
jednostkowych v, takich, ze | Tv, —Av, || — 0, gdy n — oo. To oznacza, ze A jest aproksymatywna
wartoscia wlasna. Wskazéwka: Niech A\, ¢ o(T) oraz A, — A. Pokazaé, ze normy operatoréw
(A —T)~! nie sg wspdlnie ograniczone. Na tej podstawie znalezé ciag wektoréw jednostkowych
w,, speiajacych ||[(A,I — T) lw,| — oo.

Dla operatora S : 2 — (? okreslonego wzorem
S(zo, 1, x9,...) — (21, 22,73, ...)
i liczb |A| = 1 skonstruowaé aproksymatywne wektory wtasne.

Zatozmy, ze spektrum operatora normalnego 7' sktada sie tylko z jednego punktu zy. Pokazac,
ze T = 2yl. Wskazéwka: Promien spektralny operatora normalnego jest rowny jego normie.

Pokaza¢, ze teza poprzedniego zadania nie jest prawdziwa dla dowolnego operatara z B(H).
Wskazéwka: Rozwazy¢ macierze zespolone 2 x 2 oraz H = C2.

Pokazaé, ze jesli liczba zy jest izolowanym punktem spektrum operatora unitarnego U, to zy
jest wartoscia wlasng operatora U. Wskazéwka: Rozwazy¢ operator f(U), gdzie f jest nieujemna
funkcje ciagta okreslona na okregu taka, ze f(z9) = 1 oraz f(z) = 0dla z # 21 z € o(U).
Zauwazy¢, ze funkcje zf(z) oraz zof(z) sa rowne sobie na o(U).

Zalézmy, ze spektrum operatora unitarnego U jest skonczonym podzbiorem okregu jednostko-
wego ztozonym z zy, zs, ..., z,. Pokazaé, ze

U=> zPF,

k=1

gdzie Py jest rzutem ortogonalnym na podprzestrzenn Hy, = {v € H |Uv = zv}.

. Spektrum operatora unitarnego ma posta¢ o(U) = {z,}22, U {20}, przy czym liczba z jest

jedynym punktem skupienia. Pokazaé, ze
U= Z zp P albo U = Z 2n Py + 20 F
n=1 n=1

gdzie P, oznacza rzut na podprzestrzen wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej z,, n > 0 oraz
szeregi sa zbiezne mocno.

Wskazadé operator unitarny U, dla ktérego zbior warto$ci wtasnych jest gestym podzbiorem okregu
jednostkowego.

Wskazaé operator unitarny bez wartosci wtasnych, ktérego spektrum jest rowne ustalonemu
domknietemu tukowi kota jednostkowego.

Pokaza¢, ze dla operatora unitarnego U ciag operatoréw
1 n—1
E(I +U+...+U0")

jest mocno zbiezny oraz zbiezny w normie jesli 1 ¢ o(U). Wskazéwka: Zbadaé zachowanie sie
tego operatora na Im (I — U) i na dopelnieniu ortogonalnym.



