2. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

. Poda¢ przyktad dwu rzutow ortogonalnych P i @) takich, ze P — Q) jest
operatorem nieskonczenie wymiarowym oraz P — () jest operatorem
sladowym.

. Niech T bedzie operatorem zwartym w przestrzeni Hilberta H z war-
toscia wlasna A # 0. Wiadomo, ze dla pewnej liczby n mamy ker(Al —
T)" = ker(A — T)"*1. Pokazaé, ze przestrzen Ey = ker(A — T)" jest
niezmiennicza dla operatora T, tzn. T'(E,) = F). Pokazaé, ze prze-
strzen Fy = Im (A —T')™ jest domknieta oraz T'(F)) C F). Udowodnic,
ze E)\ﬂF)\ = {O} oraz E)\—i—F,\ ="H.

. Niech ¢ bedzie ograniczonym funkcjonatem liniowym na C}. Pokazac,
ze istnieje operator A € B(H) taki, ze p(X) = trAX. Wskazéwka:
Dla wektoréw = i y z ‘H niech X, ,v = (v,y)z. Pokazaé, ze || X, ,| =
| Xz ylln = ||lz]| [|y]|. Pokazaé, ze forma pottoraliniowa B(x,y) = ¢(X,.,)
jest ograniczona.

. Pokaza¢, ze kazdy ograniczony funkcjonat liniowy ¢ na przestrzeni
K(H) operatoréow zwartych ma postaé¢ p(X) = tr(AX) dla pewne-
go operatora A z C). Wskazéwka: Korzystajac ze wskazowki do po-
przedniego zadania znalezé operator A € B(H) spelniajacy ¢(X,,) =
trAX,,. Nastepnie udowodni¢, ze A jest sladowy. W tym celu zba-
da¢ dziatanie funkcjonatu na operatorach postaci X = SV, Xen fs
dla dwu ukladéw ortonormalnych {e,}_, i {f,})_,. Zauwazy¢, ze
||X]| = 1. Dobra¢ odpowiednio uktady ortonormalne zgodnie z roz-

ktadem A = U|A|.

. Operatory T7 i T sg ograniczone na przestrzeniach Hilberta H; i Has.
Pokazac, ze dla operatora T' = T} & T nana przestrzeni Hilberta H =

Hy @ Ho
(a) T = max{||T3[], | T2}

(b) ITNlms = (T2 lIrs + 1 T2l Frs)
(©) [Tl = NTall + 172l

. Pokazaé, ze dla macierzy A wymiaru n x n mamy

n
1Al < 3 fai| < n?[lA]
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7. Niech A bedzie algebra Banacha A z jednoscia. Zatézmy, ze A € do(x)
dla z € A. Pokazad, ze istnieje ciag elementéw y,, € A takich, ze ||y,| =
1 oraz ||(Ae—2)y,|| — 0. Wskazaé przyktad algebry Banacha, dla ktore;
A € into(x) oraz [[(Ae — x)y|| = c||y|| dla pewnej statej ¢ > 0.



