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3. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

Operatory A, B w przestrzeni B(H) sa dodatnie. Pokaza¢, ze operator I + AB jest odwracalny.
Wskazéwka Dla elementéw a, b algebry Banacha mamy o(ab) U {0} = o(ba) U {0}.

T zadany jest na (*(N) przez

Tx(n) = i a(m,n)x(m), n >0,

m=0
przy czym

sup a(m,n)| <1 sup a(m,n)| < 1.
0 Y Ja(m, n) 2

Pokazaé, ze ||T|| < 1.

A jest ograniczonym operatorem liniowym na przestrzeni Hilberta. Promien spektralny r(A) jest
réwny 1. Pokazaé, ze dla dowolnego € > 0 istnieje operator odwracalny C' taki, ze ||[CAC™!|| <
1+e.

Niech C™[0, 1] przestrzen wszystkich funkcji zespolonych na [0, 1] n-krotnie rézniczkowalnych w
sposéb ciagly na [0, 1]. Pokaza¢, ze C™[0, 1] jest algebra Banacha z mnozeniem i dodawaniem

punktowym z normag
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Zmnalez¢ charaktery tej algebry.
Pokazaé, ze kazdy domkniety ideal algebry C0,1] ma posta¢ {f € C[0,1] : f(z) =0, =z € F}
dla pewnego domknietego podzbioru F' C [0, 1].
Niech A bedzie przemiennag algebra Banacha z jednoscia. Dla funkeji catkowitej f(2) = > ¢,2"
n=0
i a € A okreslamy

fla) = i cna”.
n=0

Pokazaé, ze (fg)(a) = f(a)g(a), dla funkcji catkowitych f i g. Pokazaé, ze jesli f(a) = 0, to o(a)
jest zawarty w zbiorze zer funkcji f(z). Zauwazy¢, ze mozna okresli¢ f(a) dla funkeji analitycznej
f w kole o srodku w zerze i promieniu wiekszym niz ||a/|.

Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania. Pokazaé, ze elementy postaci e dla a € A sg od-
wracalne. Pokazaé, ze zbior e? tych elementéw jest spojny. Udowodnié, ze jedli zbior o(b) dla
elementu odwracalnego nie rozdziela 0 od oo, to b € e. Udowodnié, ze jedli ||e — b]| < 1, to
b € e?. Wskazéwka: Pokazaé, ze mozna okredli¢ Inb oraz uzasadnié, ze b = e™?.

Niech w,, bedzie ciggiem liczb dodatnich spelniajacym wg = 1 oraz wy, 1, < wy,w, dla liczba caltko-
witych n, m. Niech ¢!(w,) oznacza zbiér wszystkich zespolonych funkcji argumentu catkowitego,
dla ktoérych skoriczona jest norma

171 = 31760k

Okredlamy mnozenie wzorem

Frg)m)= 3 f(k)gln— k).

k=—o00



Pokazaé, ze ¢} (w,) jest algebra Banacha. Udowodnié istnienie granic R, = lim w,,ll/ "oraz R_ =

n—oo

. —1/n . . ;. , , . . .y . ;. .
lim w,n/ i, ze R_ < R,. Pokaza¢, ze przestrzen charakteréw mozna utozsamic¢ z pierscieniem

n—oo

A={zeC: R_<|z| < R.}. Jak wygladaja transformaty Gelfanda ?
. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania przeanalizowa¢ nastepujace przyktady.
w, = 2" w, = max(2",1) Wy =20+ 1 w, = 2max(0,n)* + 1

W ktérym przypadku algebra A = ¢*(w, ) ma wlasnos$¢ samosprzezonosci, tzn. przestrzen A wraz
z kazda funkcja zawiera jej funkcje sprzezong 7 Czy istnieje taka algebra A = Mwn), ze A jest
okregiem oraz A sklada sie tylko z funkcji klasy C*° ?



