4. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

Wszystkie krzywe wystepujgce ponizej sq kawatkami klasy C.

. Pokaza¢, ze w przemiennej algebrze Banacha z jednoscig funkcjonaty multiplikatywne sg liniowo
niezalezne.

. Niech T bedzie operatorem ograniczonym na przestrzeni Hilberta speliajacym 7™ = 0. Wyzna-

czy¢ funkcjonaly multiplikatywne algebry span{l, T, ..., T" 1}.

. Niech B bedzie domknieta podalgebra przemiennej algebry Banacha A z jednoscig e € B. Poka-
zaé, ze element b € B odwracalny w A nie musi by¢ odwracalny w A. Wskazéwka: Przeanalizowaé
przyktady omawiane na wyktadzie.

. Pokazac¢, ze jesli ¢ jest funkcjonatem multiplikatywnym w algebrze Banacha bez jednosci A to
funkcjonal @ okreslony na A = A @ C wzorem @(a ® \) = ¢(a) + A jest multiplikatywny.

. Udowodnié¢, ze dla wielomianu p(z) oraz krzywej zamknietej C' nie przecinajacej spektrum ele-
mentu a algebry Banacha A zachodzi wzor

[Ip(z)e = pla))(ze — ) dz = 0,

C

. Niech f,(2) bedzie ciagiem funkcji holomorficznych o wartosciach w algebrze Banacha A okre-
Slonych na pewnym otwartym podzbiorze U C C. Niech C bedzie krzywa zawarta w U. Zatézmy;,
ze fn(z) = f(2) dla z € C. Pokazad, ze

/fn(z) dze/f(z) dz.
c c

. Niech A bedzie algebrag Banacha z jednoscig. Niech f bedzie funkcjg holomorficzng w obszarze
otwartym U D o(a). Zatézmy, ze zorientowana dodatnio krzywa prosta C' jest zawarta w U i
roztaczna ze spektrum elementu a, ale niekoniecznie obiega o(a). Okreslmy

fe(a) = ;m/f(z)(ze —a) dz.

(a) Pokazaé, ze obszar wewnatrz C' nie zawiera punktéw z o(a) wtedy i tylko wtedy, gdy fo(a) =
0 dla wszystkich funkcji f holomorficznych w U.
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) Pokazaé, ze jesli g jest holomorficzna w U, to fo(a)ge(a) = (fg)c(a).

) Znalez¢é spektrum fo(a).

) Pokazaé, ze jesli f(z) = 1, to element fo(a) jest idempotentem.

) Pokazaé, ze dla dwu krzywych C; i Cy, jak wyzej, jesli obszary domkniete ograniczone przez
te krzywe sa roztaczne, to fe,(a)ge,(a) = 0.

. Niech f bedzie funkcja ciagla odwzorowujaca otwarty podzbiér U C C w algebre Banacha
z jednoscia A. Zalézmy, ze ¢ o f jest funkcjg holomorficzng dla kazdego funkcjonatu ¢ € A*.
Pokazaé, ze wtedy f jest holomorficzna, tzn. posiada pochodng zespolong dla z € U. Wskazéwka:
Udowodnié¢, ze

c

gdzie C' jest prosta krzywa zamknietg w U taka, ze z lezy wewnatrz C.



