4. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

Wszystkie krzywe wystepujgce ponizej sq kawatkami klasy C.

. Niech f(t) bedzie funkcja ciagla z przedziatu [a, b] w przestrzen Banacha A. Niech P; i P, beda
dwoma podziatami przedziatu [a, b] o $rednicy mniejszej od liczby § > 0. Pokazaé, ze

IS(Py, [) =SBy, FI < (b= a) sup [|f(t) = f(s)]];

[t—s|<26

gdzie S(P, f) oznacza sume catkowa zwiazana z podzialem P i pewnym wyborem punktéow
posrednich.

. Pokazac, ze jesli ¢ jest funkcjonalem multyplikatywnym w algebrze Banacha bez jednosci A to
funkcjonal @ okreslony na A = A @ C wzorem @(a ® \) = ¢(a) + A jest multyplikatywny.

. Udowodni¢, ze dla wielomianu p(z) oraz krzywej zamknietej C' nie przecinajacej spektrum ele-
mentu a algebry Banacha A zachodzi wzor

/C[p(z)e —p(a)](ze —a) " tdz = 0.

. Niech f,(2) bedzie ciagiem funkeji holomorficznych o wartosciach w algebrze Banacha A okre-
Slonych na pewnym otwartym podzbiorze U C C. Niech C bedzie krzywa zawarta w U. Zatézmy,
ze fu(z) = f(z) dla z € C. Pokaza¢, ze

/(an(z)dzﬁ/cf(z)dz.

. Niech A bedzie x-algebra Banacha z jednoscig. Niech f bedzie funkcjg holomorficzng w obszarze
otwartym U D o(a). Zatézmy, ze zorientowana dodatnio krzywa prosta C' jest zawarta w U i
roztaczna ze spektrum elementu a, ale niekoniecznie obiega o(a). Okreslmy

fe(a) = 217” /Cf(z)(ze —a) ' dz.

(a) Pokazaé, ze obszar wewnatrz C' nie zawiera punktéw z o(a) wtedy i tylko wtedy, gdy fo(a) =
0 dla wszystkich funkcji f holomorficznych w U.

(b) Pokazac, ze jesli g jest holomorficzna w U, to fo(a)ge(a) = (fg)c(a).

(c) Znalezé spektrum fe(a).

(d) Pokazaé, ze jesli f(z) =1, to fc(a) jest rzutem.

. Niech f bedzie funkcja ciagta odwzorowujaca otwarty podzbior U C C w algebre Banacha z

jednoscig A. Zalézmy, ze ¢ o f jest funkcja holomorficzna dla kazdego funkcjonalu ¢ € A*.
Pokazac, ze wtedy f jest holomorficzna. Wskazéwka: Udowodni¢, ze

fe) == [ L1 g,

omi Jow—2z

gdzie C jest prosta krzywa zamknieta w U taka, ze z lezy wewnatrz C.



