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1. Niech A będzie operatorem ograniczonym w przestrzeni Hilberta H. Załóżmy, że H = H0 ⊕H1,
gdzie H0 i H1 są domkniętymi podprzestrzeniami niezmienniczymi dla A, tzn. A(H0) ⊂ H0 oraz
A(H1) ⊂ H1. Pokazać, że H0 i H1 są podprzestrzeniami niezmienniczymi dla każdego operatora
postaci f(A), gdzie f jest funkcją holomorficzną w otwartym otoczeniu spektrum operatora A.

2. Pokazać, że dla elementu a w ∗-algebrze Banacha z jednością mamy σ(a∗) = σ(a). Pokazać, że
jeśli f ∈ H(a), to dla f ∗(z) = f(z) mamy f ∗ ∈ H(a∗). Wykazać, że wtedy f(a)∗ = f ∗(a∗).

3. Niech a będzie elementem samosprzężonym w ∗-algebrze Banacha z jednością. Korzystając z
poprzedniego zadania wywnioskować, że exp(ita)∗ = exp(−ita) dla t ∈ R.

4. A jest operatorem ograniczonym w przestrzeni Hilberta oraz A(H0) ⊆ H0) dla pewnej właściwej
domkniętej podprzestrzeni. Czy dla funkcji holomorficznej w otwartym otoczeniu σ(A) zachodzi
f(A)(H0) ⊂ H0 ?

5. Algebra A składa się z funkcji holomorficznych w kołach {z : |z| < 1} i {z : |z − 2| < 1},
ciągłych na brzegach tych kół, z normą sup|z|¬1, |z−2|¬1 |f(z)|. Znaleźć Sp(A).

6. W ∗-algebrze Banacha element a jest samosprzężony. Czy σ(a) ⊂ R ?

7. W C∗-algebrze z jednością ciąg elementów normalnych xn jest zbieżny do elementu x oraz
d(λ, σ(xn)) ­ δ > 0 dla pewnej liczby δ i wszystkich n. Pokazać, że d(λ, σ(x)) ­ δ. Wskazówka
Skorzystać z faktu, że r(y) = ‖y‖ dla każdego elementu normalnego.

8. Niech U będzie operatorem unitarnym w przestrzeni Hilberta H.

(a) Pokazać, że jeśli funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu okręgu jednostkowego oraz f0
jest obcięciem tej funkcji do okręgu jednostkowego, to f(U) = f0(U). Uwaga: Operator
f0(U) jest określony poprzez granicę pn(U) dla ciągu wielomianów trygonometrycznych
Pn(t) = pn(eit), zbieżnych jednostajnie do F (t) = f(eit).

(b) Pokazać, że jeśli σ(U) jest właściwym podzbiorem okręgu oraz f jest holomorficzna w
otoczeniu łuku zawierającego σ(U), to również f(U) = f0(U). Wskazówka: Skorzystać z
twierdzenia Rungego.

(c) * Udowodnić, że ogólnie, jeśli f jest holomorficzna w otoczeniu σ(U), to f(U) = f0(U).
Wskazówka: Jeśli spektrum jest spójne, to korzystamy z (b). Jeśli jest niespójne, to f jest
holomorficzna w skończonej sumie rozłącznych zbiorów otwartych pokrywających spektrum.
Skorzystać z zadania 1 i sprowadzić zagadnienie do przypadku (b).

9. C∗-algebra A z normą ‖ · ‖ posiada normę C∗-normę ‖| · ‖| taką, że

‖|a‖| ¬ ‖a‖, a ∈ A

Pokazać, że normy są równe. Wykazać, że teza jest spełniona bez założenia o nierówności pomię-
dzy normami.

10. Pokazać, że w C∗-algebrze, z jednością lub bez, mamy

‖a‖ = sup
‖x‖¬1

‖ax‖.

Wskazówka: Pokazać, że supremum jest osiągnięte na elemencie a∗/‖a‖ dla a 6= 0.



11. Dla C∗-algebry A bez jedności niech B(A) oznacza przestrzeń ograniczonych operatorów linio-
wych z A w siebie. Pokazać, że odwzorowanie A 3 a 7→ La ∈ B(A), gdzie Lax = ax, określa
izometryczne włożenie A w B(A). Niech A oznacza podzbiór w B(A) złożony z operatorów
postaci La + λI, gdzie a ∈ A oraz λ ∈ C. Pokazać, że A jest podalgebrą. Pokazać, że A jest
C∗-algebrą ze sprzężeniem określonym przez La + λI 7→ La∗ + λI w normie odziedziczonej z
B(A).


