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7. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

. Przypuéémy, ze U jest unitarny i 6 > 0. Udowodnié, ze mozna dobraé¢ liczby aq,...,a, dla

pewnego n, ze

NI —a U —aU? — ... —a,U"|| <.

jesli o(U) jest wlasciwym podzbiorem okregu jednostkowego, ale ze ta norma nie jest nigdy
mniejsza od 1, jesli o(U) pokrywa si¢ z calym okregiem. Czy w tym przypadku mozliwe jest, aby
dla ag =1

. Korzystajac z twierdzenia Gelfanda-Naimarka pokazac, ze jesli element a w C*-algebrze z jedno-

Scia spelnia a* = a oraz o(a) C [0, +00), to istnieje element b (nawet w domknietej *-podalgebrze
generowanej przez a) taki, ze b* = a.

Element a jest samosprzezony w C* -algebrze A. Pokazaé, ze istnieje element b € A, ze b = a.

Funkcja rzeczywista f jest ciagla i réznowartosciowa na przedziale [c,d]. Element a jest samo-
sprzezony w C* -algebrze A. Kiedy istnieje element b € A taki, ze f(b) =a ?

Pokazac, ze dla elementu a = a* w C*-algebrze z jednoscig istniejg elementy b i ¢ takie, ze
a=>b-—c, bc=0oraz o(b),o(c) C [0, +00).

Udowodni¢, ze przemienna C*-algebra Banacha bez jednosci jest izometrycznie izomorficzna z
przestrzeniag

V={feC(K) : f(z) = 0}

dla pewnej zwartej przestrzeni Hausdorffa K i punktu zy € K.

A1 B sa C*-algebrami z jednoscia. Rozwazamy A x B z dzialaniami po osiach. Jak nalezy okresli¢
norme, aby produkt A x B byl C*-algebrg ?

Pokazac, ze jesli v jest wektorem wlasnym operatora unitarnego U, to réwniez dla operatora
g(U), dla dowolnej funkcji ciaglej g na T. Czy v jest wektorem dla E(\) 7

W C*-algebrze element z jest przemienny z elementem normalnym y. Pokazaé¢, ze x jest prze-
mienny z y* (twierdzenie B. Fuglede, dowéd M. Rosenbluma). Wskazéwka: Rozwazy¢ funkcje
holomorficzng
F(X) =exp(Ay") z exp(—Ay”) = exp(Ay") exp(—Ay) = exp(Ay) exp(—zy”)
=exp(Ay” — Ay) x exp(Ay — Ay”)
Zauwazy¢, ze element u(\) := exp(Ay* — A\y) jest unitarny, tzn. u(\)* = u(A\)~L.

Dla operatora unitarnego U i wektora v funkcja [—m, 7| 3 t — (E(t)v,v) wyznacza miare bore-
lowska na przedziale [—m, 7]. Dla ograniczonej funkcji borelowskiej g na okregu okreslamy funkcje
(u,v) — B(u,v)

g(e") dE(u + i*v,u + i*v)

Pokaza¢, ze B(u,v) jest ograniczona forma pottoraliniowa spetniajaca |B(u, v)| < ||g|loo|lul] ||v]|-
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Korzystajac z poprzedniego zadania istnieje operator g(U) taki, ze B(u,v) = (g(U)u,v). Pokazad,
ze operator g(U) jest rowny operatorowi okreslonemu na wyktadzie w przypadku funkcji ciaglej
gna T.



