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4. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Podzbiér A przestrzeni unormowanej X nazywamy ograniczonym, jesli sup,c 4 ||a|| < oco. Pokazad,

ze operator liniowy T : X — Y z przestrzeni unormowanej X w przestrzen unormowana Y
jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztatca ograniczone podzbiory X w ograniczone
podzbiory Y.

X,Y, Z sa trzema przestrzeniami unormowanymi oraz 7} : X — Y 171, : Y — Z sa operatorami
liniowymi ograniczonymi. Pokaza¢, ze ztozenie T,T) jest operatorem ograniczonym z X do Z
oraz ||ToTy|| < ||T1 ||| T2||. Pokazaé, ze jesli T': X — X jest operatorem liniowym ograniczonym,
to dowolna potega 7™ (w sensie zlozenia) jest operatorem ograniczonym oraz |77 < ||T']|™.

Pokazaé, ze jesli T # 0 jest operatorem liniowym ograniczonym z X do Y oraz ||z|| < 1 dla
pewnego = € X, to ||[Tz|| < ||7.

Pokazaé, ze operator T': {*° — (> okreslony wzorem

_ 1 1
T(x1, 29,y T, .) = (D1, 522, .., 2Ty, . )
jest liniowy i ograniczony.

Pokaza¢, ze obraz ImT" operatora liniowego ograniczonego T : X — Y nie musi by¢ domknieta
podprzestrzenig w Y. Wskazéwka: Poprzednie zadanie.

Pokazaé, ze jadro ograniczonego operatora liniowego T : X — Y, tzn. kerT' = {z € X| Tz = 0}
jest domknietg podprzestrzenig w X.

Pokazaé¢, ze odwzorowanie odwrotne 77! : Im7T — X operatora 7" : X — Y nie musi by¢
ograniczone. Wskazéwka: Zadanie 4.

Znalez¢ obraz operatora T : C[0,1] — C[0, 1]

(T5)(@) = [ () dy.

Znalez¢ operator odwrotny 71 : ImT — C[0,1]. Czy T jest liniowy i ograniczony ?

Na (0, 1] okreslamy operatory S i T wzorami

1
ThH@)=a [ fWd (SH@) = 2f(@).
Czy operatory T i S sa przemienne, tzn. czy T'S = ST 7 Obliczy¢ normy operatoréow S, T, ST,
iTS.

Niech X bedzie przestrzenia liniowa wszystkich ograniczonych funkcji o wartosciach rzeczywi-
stych okreslonych na R z norma

/[l = sup [f(z)].
z€R

Dla ustalonej liczby ¢ okreslmy odwzorowanie (T'f)(x) = f(x — ). Pokazaé, ze T jest ograniczo-
nym operatorem liniowym X w siebie.



