6. Zadania z analizy funkcjonalne;

1. Pokazaé, ze jesli M jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta, to M+ = M.

2. Podzbiér A unormowanej przestrzeni liniowej nazywamy liniowo gestym jesli przestrzen linA jest
gesta. Pokazaé, ze podzbiér A przestrzeni Hilberta jest liniowo gesty wtedy i tylko wtedy, gdy
At = {0}.

3. Udowodni¢ twierdzenie Jordana—von Neumanna dla przypadku rzeczywistego, tzn. pokazaé, ze
norma spelniajaca warunek rownolegtoboku na rzeczywistej przestrzeni liniowej pochodzi od
rzeczywistego iloczynu skalarnego. Wskazéwka: Zdefiniowaé¢ funkcje

1
R(z,y) = (z,y) = 7|z +yl* = Iz —y[*)
Nastepnie pokazaé, ze ta funkcja okresla iloczyn skalarny wedtug ponizszego schematu.

(a) Pokazaé, ze (x,y) = (y,x) oraz (—x,y) = —(x,y).

(b) Korzystajac z rownosci réwnolegtoboku wykazaé, ze
(21 + 22, 2y) = 2(z1, ) + 2(22,y).
(c) Na podstawie (b) udowodnié, ze (x,2y) = 2(x,y) = (2z,y), a nastepnie
(T1 + 32, y) = (21,9) + (22, 7).
(d) Udowodnié przez indukcje, ze
(nx,y) = n(z,y), neN

a nastepnie
(re,y) =r(z,y), req

(e) Zauwazy¢, ze jedli x, — 1, to (z,,y) — (x,y). Pokazaé, ze zatem
(re,y) =r{z,y), reR

4. Udowodni¢ twierdzenie Jordana—von Neumanna dla przypadku zespolonego. Wskazdéwka: Okresl-
my R(z,y) jak w zadaniu 1. Nastepnie niech

<l‘,y> = R(l’,y) - ZR(ZZL’,y)

(a) Pokazaé, ze R(ix,y) = —R(z,iy) a nastepnie (y,x) = (x,y).
(b) Pokazaé, ze (ix,y) = i(z,y) a nastepnie na podstawie zadania 1 (A\x,y) = Az, y) dla X € C.

5. Dla rzeczywistej przestrzeni liniowej unormowanej X okreslamy przestrzen V = X 41X z norma

|lz+iy|| = \/llz||* + |lyl|?, dla =,y € X. Pokazaé, ze V jest rzeczywista przestrzenia unormowana.
Pokazaé, ze jesli norma w X spetnia warunek réwnolegtoboku, to rowniez norma w V' spetnia
ten warunek. Pokazaé, ze V jest zespolona przestrzenia unormowana z mnozeniem

(a+iB)(z +iy) = (ax — By) +i(Br +ay), o, BER, v,y X

wtedy i tylko wtedy, gdy norma w X spelia warunek réwnolegtoboku.



6. Macierza Grama uktadu wektoréw {z;}!; w przestrzeni z iloczynem skalarnym nazywamy ma-
cierz ((zj, 7))} ;. Pokaza¢, ze wyznacznik macierzy Grama nie znika wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory {x;}; sa liniowo niezalezne. Wskazéwka: Jesli wektory sa liniowo zalezne, to wiersze
macierzy sa liniowo zalezne. To dowodzi implikacji w jedng strone. Dla dowodu w drugg strone
zastosowaé indukcje wzgledem n. Zauwazy¢, ze wyznacznik Grama mozna zapisa¢ jako iloczyn
skalarny wektora v,, z wektorem z,,, gdzie

(i, 21)  (@2,21) ... (Tn, 1)
(21, 22) (x9,22) ... (T, T2)
Up = : : . :
(1, 70-1) (T2, Tn—1) - (Tp, Tpo)
T ) e e
Pokazac, ze v, jest ortogonalny do wektoréw x4, ..., x,_1. Niech A, oznacza wyznacznik Grama

pierwszych k wektoréw ukladu. Pokazaé, ze (v,,v,) = Ap_14,. Jesli wyznacznik Grama znika,
to v, = 0. To oznacza, ze wektor x,, jest liniowg kombinacja pozostatych wektoréow, bo z zatozenia
indukcyjnego wspélezynnik przy x,, jest niezerowy (wspolezynnik ten jest réwny A, _1).
Pokaza¢, ze wyznacznik Grama jest zawsze nieujemny.

7. Niech {z;}°, bedzie uktadem wektoréw liniowo niezaleznych. Pokazaé, ze wektory

1

stanowia uktad ortonormalny o wtasnosciach:

(@) yn L{z1,..., 20 1};

(B) (Yn, ) = 1;

(©) (YnsTn) > 0;

(d) lin{yy,...,yn} = lin{zy, ..., 2.}

Pokazaé¢, ze warunki (a)—(d) wyznaczaja uktad {y,}. Przejicie od uktadu {z,} do uktadu {y,}
nosi nazwe procesu ortogonalizacji Grama—Schmidta.

8. Niech H = L?*(—1,1) oraz z,(t) = t" !, dla n = 1,2,.... Pokaza¢, ze uklad =z, jest liniowo
niezalezny. Znalez¢ vy, yo oraz ys.

9. Niech "
2 g2
@(6 )

Pokazaé, ze H, jest wielomianem stopnia n. Udowodni¢, ze

H,(x) = (=1)"e"

+oo
Hy(z)Hy(z)e " dz =0, n+#m,

tzn. H, tworza uklad ortogonalny w L*(R, e*$2dx). H,, nazywamy wielomianami Hermite’a.

10. Znalez¢ rzuty ortogonalne wektorow na podane podprzestrzenie:
(a) f(x)=2a% M =lin{l,z}, H = L*0,1).
(b) f(z)=2z, M =lin{l,cosz,sinz}, H=L*—m,).



11. Obliczy¢ normy funkcjonatéw na przestrzeni H.

@) o) = [ ef@dr,  H=I201)

b o(f) = /_ O:O fz)e ™ de, H=L*R,e " da).

Tn

—_— = ¢2.
n+1’ H

() e{za}) =2

n=0

12. Czy funkcjonal f +— f(0) rozszerza si¢ z C[—1,1] do ograniczonego funkcjonatu liniowego na
przestrzeni Hilberta L?(—1,1) ?



