10.
11.

12.

13.

14.

7. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Pokaza¢, ze iloczyn skalarny na przestrzeni z iloczynem skalarnym jest ograniczona forma pot-

toraliniowq.

Forma hermitowska nazywamy forme poéttoraliniowa spetniajaca B(y,x) = B(x,y). Pokazaé, ze
ograniczona forma hermitowska jest postaci

B(z,y) = (z, Ay)
dla ograniczonego operatora liniowego spetniajacego A* = A.

Forme péttoraliniowa nazywamy nieujemna jesli B(z,z) > 0 dla wszystkich wektoréw = € H.
Pokaza¢, ze forma nieujemna jest hermitowska oraz spetnia nieréwnos¢ Schwarza

|B(z,y)|* < B(x,2)B(y.y).
Dla nieujemnej formy poéttoraliniowej B(z,y) okreslmy p(x) = /B(x, z). Pokazaé, ze p(x +y) <
p(x) + p(y) oraz p(Ar) = [Alp(z).
Pokazaé, ze ||A*|| = ||A|| dla kazdego operatora A € B(H).

Dla zespolonej funkcji k(z,y) ciagtej okreslamy operator

Af(@) = [ K fw) dy

dla f € L*(0,1). Sprawdzi¢, ze A jest ograniczony. Znalez¢ operator A*.

Zmalez¢ operator sprzezony do operatora

(T)@) = [ fly)dy
okreslonego na H = L*(0,1).
Pokazaé, ze odwzorowanie A — A* na przestrzeni B(H) := B(H,H) jest antyliniowe.
Pokazaé, ze dla A, B € B('H) mamy (AB)* = B*A*.
Niech A : H — H bedzie ograniczonym operatorem odwracalnym. Pokazaé, ze (A™1)* = (A*)~1.

Niech A bedzie ograniczonym operatorem na H spetniajacym A(M;) C Ms, dla podprzestrzeni
My, My C ‘H. Pokazaé, ze A*(Ms) C M.

Pokazaé, ze dla operatora A € B(H) zachodzi

ker A = (Im A*)* ImA C (ker A*)*.
Pokazaé, ze jesli dwa operatory liniowe T}, Ty spelniaja (T1z, x) = (Thx, z) dla kazdego = € H,
to T1 = TQ.

Dla ograniczonego operatora liniowego T : H — H okreslamy operator S = [ + T*T, gdzie I
oznacza operator identycznosciowy. Pokazaé, ze S spelnia

lzll < ISzl < @+ 1Tl

Nastepnie pokazac, ze S jest roznowartosciowy i ze podprzestrzen Im .S jest domknieta. Korzy-
stajac z zadania 12 udowodni¢, ze Im S jest gesta w H. Pokazaé, ze S jest odwracalny oraz
[S~HE < 1.
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Zalézmy, ze ograniczony operator liniowy 7" : ' H — H ma skonczenie wymiarowy obraz. Pokazac,

ze T ma postac
n

To = {w.v))w,

j=1
dla pewnych wektoréw v;, w; € H.

Zalbézmy, ze ograniczony operator liniowy T : X — Y, gdzie X 1Y sg przestrzeniami unormowa-
nymi, ma skonczenie wymiarowy obraz. Pokaza¢, ze T" ma postac

Tx =7 pj(r)w,
j=1

dla pewnych elementéw w; € Y oraz ograniczonych funkcjonatéw liniowych ¢; okreslonych na X.

Niech {e, }5°, bedzie baza ortonormalna w przestrzeni H. Okreslmy operator prawego przesu-
niecia T': ' H — H przez Te, = e, 11, dlan =1,2,--- . Znalez¢ obraz, jadro i norme operatora T’
i 7. Obliczy¢ T*T oraz TT*.

Znalez¢ norme operatora T' okreslonego na ¢*(N) przez
T(l’l, Loy.ooyTpy.. ) = (All’l, )\2![‘2, ey )\nl’n, - .),

dla ustalonego ograniczonego ciggu liczb zespolonych.



