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8. Zadania z analizy funkcjonalnej

. Pokazaé¢, ze funkcjonal liniowy ¢ na przestrzeni unormowanej jest ciagly wtedy i tylko wtedy,

gdy jego jadro ker ¢ = {z : ¢(x) = 0} jest domknieta podprzestrzenia. * Pokazaé, ze jesli ¢ jest
nieciggly, to jego jadro jest gesta wypukta podprzestrzenig. Pokazaé, ze wtedy cata przestrzen
mozna zapisa¢ w postaci sumy mnogosciowej dwu roztgcznych, gestych i wypuktych podzbiorow.

Pokazaé, ze na przestrzeniach C[0, 1] oraz ¢ istnieja nieciggle funkcjonaty liniowe. Wskazéwka:
Okregli¢ funkcjonaly na podprzestrzeniach C[0, 1] i ¢! a nastepnie rozszerzy¢ do catej podprze-
strzeni uzywajac np. lematu Kuratowskiego-Zorna.

Pokazac, ze dla kazdego niezerowego funkcjonatu liniowego ¢ na przestrzeni liniowej X istnieje
wektor xq taki, ze X = Cxqo®ker ¢. To oznacza, ze ker ¢ jest podprzestrzenig liniowa kowymiaru 1.

. Pélnorma p(z) na przestrzeni X nazywamy funkcjonal p : X — R speliajacy p(z + y) <

p(z) + p(y), oraz p(ax) = ap(z), dla a > 0. Pokazaé, ze p(az + (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y)
dla 0 < a < 1. Wykazaé, ze p(0) = 0, oraz p(—z) > —p(x).

Pokazaé, ze jesli pélnorma p(x) jest ciagla w x = 0 to jest ciagla w kazdym punkcie.

Niech p(z) bedzie p6tnorma na rzeczywistej przestrzeni liniowej X. Pokazaé, ze istnieje funkcjonat
liniowy ¢ na X spelniajacy —p(—z) < ¢(z) < p(z).

Niech X bedzie niezerowa przestrzeniag unormowang. Pokazac¢, ze istnieje niezerowy funkcjonal
ograniczony ¢ na X.

Dwa elementy = i y przestrzeni unormowanej X spetniaja ¢(x) = ¢(y), dla kazdego ¢ € X*.
Pokazac, ze x = y.

Niech ¢ bedzie niezerowym rzeczywistym funkcjonatem liniowym na X. Pokazaé, ze obraz przez
v otwartego wypuktego podzbioru w X jest otwartym przedziatem. Pokaza¢, ze gdy ¢ jest niezero-
wym zespolonym funkcjonatem liniowym na X, to obraz przez ¢ otwartego wypuktego podzbioru
w X jest otwartym i wypuklym podzbiorem w C.

{x,} jest ciagiem elementéw w przestrzeni unormowanej X. Pokazaé, ze x jest granica kombinacji
liniowych Y%, c;z; wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(z) = 0 dla dowolnego funkcjonatu p € X* takie-
go, ze p(x;) = 0 dla 1 < j < co. Wskazéwka: Rozwazy¢ najmniejsza domknieta podprzestrzen
zawierajaca wyrazy ciagu {x,}.

Niech Y bedzie podprzestrzenia przestrzeni unormowanej X i x € X. Pokazaé, ze
dist(z,Y") = sup{[p(z)] : [l =1, ¢(y) =0 dlay € Y}.

Pokazaé, ze jesli vy, vg, . .., v, jest uktadem liniowo niezaleznym w przestrzeni unormowanej X, to
istnieje ograniczony operator liniowy 7' : X — C" taki, ze T'(v;) = e;, gdzie {e;}}_; oznacza bazg
w C". Wskazéwka: Szuka¢ T'w postaci T'(v) = Y1 p;(v)e;, gdzie ¢; jest ciagltym funkcjonatem
na X.

Pokazaé, ze dla kazdej funkeji w(z) o wahaniu ograniczonym na [a, b] istnieje funkcja o wahaniu
ograniczonym w(x) lewostronnie ciagta w (a,b) oraz w(x) = w(x) dla kazdego punktu ciagtosci
funkcji w. Pokazacd, ze wtedy

b b
/af(x)dw(x):/a f(x)dd(z), e Cla,bl.
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Pokazaé, ze jesli wy i wq sa funkcjami o wahaniu ograniczonym, ciagtymi lewostronnie w (a, b),
wi(a) = wy(a) oraz

/ab f(z)dw(z) = [lbf<x>dw2(x)’ f € Cla,b],

to wy(z) = we(x) dlaa <z < b.
M jest rodzing wszystkich funkeji z C[0, 1], dla ktérych
1/2 1
/ f(x)dx—/ f(z)dx =1.
0

1/2

Pokazac, ze M jest zbiorem wypuklym, domknietym nie majacym elementu o najmniejszej nor-
mie || - oo

(> jest przestrzenig wszystkich ciggéw ograniczonych o wyrazach rzeczywistych. Pokazaé¢, ze
istnieje funkcjonat liniowy ¢ okreslony na ¢°° o wtasnosciach:

(i) inf G < p({¢n}) < sup G-
(i) e({Cns1}) = ©({Cn})-

Pokazaé, ze
(iii) liminf ¢, < p({¢,}) < limsup (,,

gdzie liminf ¢, = sup,, inf,,>, ¢ oraz limsup ¢, = inf, sup,,>,, G-

Funkcjonal ¢ nazywa si¢ granica Banacha i jest czesto oznaczany przez LIM. Wskazéwka: Roz-
wazy¢ podprzestrzen Y w £*° ztozona z ciggdéw x,, dla ktorych istnieje granica

lign%(xl +xo+ .. xy).



