9. Zadania z analizy funkcjonalne;

. T, jest ciagiem ograniczonych operatoréw liniowych z przestrzeni unormowanej X w przestrzen

Banacha Y. Pokaza¢, ze zbiér {x € X : lim T,z istnieje} jest rowny X lub jest zbiorem I-¢j
n—oo

kategorii. Wskazéwka. Niech

A = {zeX: lim Tz istnieje},
B = {ze€X :sup|T,z| < +oo}.

Mamy A C B. Jesli A nie jest pierwszej kategorii to rowniez B nie jest I-ej kategorii. Zatem
normy ||7,|| sa wspélnie ograniczone. Pokazaé, ze wtedy A jest domkniety. Poniewaz nie jest I-ej
kategorii, to zawiera kule otwarta. Ale A jest podprzestrzenig liniowa. Zatem A = X.

(* %) Pokazaé, ze teza nie musi by¢ spelniona jesli Y nie jest przestrzenia Banacha.

. Niech T,, beda ograniczonymi operatorami liniowymi z przestrzeni Banacha X w przestrzen
unormowang Y. Pokaza¢, ze jesli T, x jest zbiezny dla kazdego x z przestrzeni Banacha X, to
normy ||7,|| sa wspélnie ograniczone. Pokazaé, ze operator okreslony wzorem

Ty =lmT,x

jest ograniczony oraz ||T|| < liminf ||7,||.

(o]
. Niech a,, bedzie ciggiem o wyrazach zespolonych o wlasnosci, ze szereg Z a, T, jest zbiezny

n=1

dla kazdego ciagu {z,} € ¢o. Pokazaé, ze Z la,| < 4o00. Wskazéwka: Rozwazy¢ funkcjonaly

n=1

N
on(x) = Z a,x, dla z € ¢p.

n=1
. Ciag x,, wektoréow w przestrzeni Hilberta H ma wtasno$¢ sup,, |(y,z,)| < +oo dla dowolnego
y € H. Pokazaé, ze sup,, ||z,|| < +o00. Wskazéwka. Rozwazy¢ funkcjonaly liniowe y — (y, x,).

o (%) {@mn }pom=o jest macierza zespolong o wtasnodci : dla kazdego m € N istnieje ciag {a(mYee e
2, dla ktorego szereg S-°0 @™ jest rozbiezny. Pokazaé, ze istnieje taki ciag {x,}>2, € 2,
ze szereg Y o7 AmnTy jest rozbiezny dla wszystkich m € N.

. Ciag elementéow z,, w przestrzeni unormowanej X ma wtasnosé, ze ciag liczbowy ¢(z,) jest
ograniczony dla dowolnego ciagtego funkcjonatu ¢ okreslonego na X. Pokazaé, ze ciag ||z, jest
ograniczony.

. Niech X oznacza przestrzen unormowang ztozona z ciagdw zespolonych x = {z,,} dla ktérych tyl-
ko skonczenie wiele wyrazéw jest réznych od zera, z norma ||z|| = max, ||x,|. Okreslmy operator

liniowy 7": X — X wzorem
1 1
Tx = (1'1, 5.172, gflj‘g, .. )
Pokazaé, ze T jest ograniczony, ale T! nie jest ograniczony. Czy to przeczy twierdzeniu o od-

wzorowaniu otwartym ?

. X jest przestrzeniag Banacha wzgledem dwu norm || - ||y, || - ||z, przy czym || - || < ¢ - |2, dla
pewnej statej c. Pokazac, ze || - |2 < d|| - ||, dla pewnej statej d.

. M, N sg domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Banacha X takimi, ze kazdy element x € X
ma jednoznaczne przedstawienie x = m+n, m € M, n € N. Pokaza¢, ze istnieje stata c taka, ze
|m|| + ||n|| < ¢||z]|, dla kazdego x € X.
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Niech Cp.,(R) oznacza przestrzen funkcji ciagltych o okresie 27. Pokazaé, ze kazdy ograniczo-
ny funkcjonal liniowy na tej przestrzeni ma posta¢ o(f) = [Z™ f(2)dg(z) dla pewnej funkeji
lewostronnie ciagtej funkcji o wahaniu ograniczonym na przedziale [0, 27] oraz ||¢|| = Var(g).

Operator T jest okreslony na C(T) nastepujaco:
+00 =N )
Tf=> anf(n)e™,

dla pewnego ustalonego ciagu a,,, gdzie f(n) = (2m)~1 [T f(t)e "dt. Zalozmy, ze T f € C(T) dla
dowolnej f € C(T). Pokazaé, ze T jest ograniczonym operatorem liniowym na C(T). Wskazéwka:
Sprawdzi¢, ze T" ma domkniety wykres.

Pokazaé, jesli operator T' z przestrzeni unormowanej X w przestrzen unormowang Y ma do-
mkniety wykres oraz 7! istnieje, to réwniez T~! ma domkniety wykres. Wskazéwka: Znalezé
zwiazek pomiedzy wykresami operatoréw 7' i T 1.

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi oraz T} : X — Y ma domkniety wykres
natomiast 15 : X — Y jest ograniczony. Pokaza¢, ze T} + T> ma domkniety wykres.

Pokazaé¢, ze jadro operatora liniowego T' : X — Y o wykresie domknietym jest domknieta
podprzestrzeniag w X.



