1. Zadania do wyktadu
Szeregi i catki Fouriera

. Pokazac, ze
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. Wielomianem trygonometrycznym stopnia n nazywamy skonczong sume postaci
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ag + Z(ak cos kx + by sin kx).
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Pokaza¢, ze wielomian trygonometryczny stopnia n ztozony tylko z cosinuséw mozna zapisa¢ jako
P(cosz), gdzie P(z) jest wielomianem stopnia n zmiennej z.

. Udowodnié¢ tozsamosdci
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. Znalez¢ zera wielomianéw trygonometrycznych
CcoOS T 4 cos2x + ... 4 cosnx,

sinx +sin2x + ...+ sinnx.

w przedziale [0, 27].
. Pokaza¢, ze wielomian trygonometryczny

sinz + §sin 2z + 1 sinna
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w przedziale [0, 7] posiada maksima w punktach
e @, gdzie ¢ = [(n+1)/2].

. Pokaza¢, ze wielomian trygonometryczny bez wyrazu wolnego T,,(z) = Y-7_;(ax cos kx + by sin kx) nie

moze mie¢ statego znaku dla wszystkich wartosci x chyba, ze a, =0, =0dla k=1,2,...,n.

. Pokazac, ze jesli funkcja o okresie 27 jest parzysta, to szereg Fouriera zawiera tylko cosinusy, natomiast

jesli jest nieparzysta, to tylko sinusy.

. Funkcja f(z) o okresie 2w spelnia warunek f(x + m) = —f(z). Pokaza¢, ze parzyste wspotczynniki

Fouriera sg réwne 0, tzn. ag = as = by =ay =by = ... =0.

. Funkcja f(z) o okresie 27 spelnia warunki

(a) f(=2) = f(x) i f(z+m) = f();
(b) f(=2) = —f(x) i f(z+m) = f(z).

Ktére wspodtezynniki Fouriera znikaja ?
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Funkcja f(z) przyjmuje warto$¢ 1 na przedziale (0,7) i —1 na (m, 27). Znalezé wspotezynniki Fouriera
tej funkcji i zbada¢ zbieznosé szeregu Fouriera.

Niech f(x) bedzie funkcja okreslona na przedziale (0, 7). Rozszerzamy te funkcje do nieparzystej funkcji
F(x) o okresie 27. Sinusowym szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy szereg Fouriera funkcji F. Po-
kaza¢, ze sinusowy szereg Fouriera funkcji f ma posta¢ > o2, b, sinnx dx, gdzie b, = % Jo f(z)sinna.
Zdefiniowaé analogicznie cosinusowy szereg Fouriera funkcji f(x) rozszerzajac ja do funkcji parzystej o
okresie 2.

Znalez¢ szereg Fouriera w przedziale (0, 27), a takze w szereg sinusowy i cosinusowy w przedziale (0, )
nastepujacych funkcji: 1, z, 22, 23, cosax, sinaw, [x/7|, [22/7]. Zbadaé zbieznoé¢ szeregdw i wskazaé
punkty w ktorych szereg jest zbiezny do wartoéci innej niz wartosé funkcji.

Korzystajac z rozwiniecia funkcji z? obliczyé sumy szeregéw
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Obliczy¢ sumy szeregow dla x = 0. Wskazowka. Obhczyc odpowiedni szereg Fouriera i skorzysta¢ np. z

kryterium Jordana.
cosnT : nsinnx
2 +CL2 n2 —|—[l2 .

Wykazaé, ze dla —1 < r < 11 dla wszystkich wartosci x zachodzi

Zmalez¢ sumy szeregow > 2
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1 —2rcosxz + 1?2

= 1+22r"cosn:c.
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Pokazaé, ze jesli a, 1 b, sa wspdétczynnikami Fouriera funkeji f(x), to dla —1 < r < 1 zachodzi
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Udowodnié¢, ze
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dla wszystkich z, dla ktérych istnieje prawa strona.
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fu)du=3[f(x+0)+ f(z = 0)]

Pokazac, ze

Pokazacé, ze

gdzie g, jest ciggiem ograniczonym.



