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2. Zadania do wykfadu
Szeregi i catki Fouriera

. Pokaza¢, ze jesli funkcja f(z) ma okres 27 i jest bezwzglednie catkowalna, to

. Pewien prostokat R o bokach réwnoleglych do osi wspoétrzednych x i y zostal podzielony na prostokaty

R;, rowniez o bokach rownolegltych do osi wspétrzednych, w ten sposob, ze w kazdym prostokacie
podziatu dtugos¢ jednego z bokéw jest liczba catkowita. Pokazaé, ze réwniez w wyjsciowym prostokacie
dhugos¢ jednego z bokow musi by¢ liczba catkowita. Wskazéwka: Pokazac, ze

/ 2™ 2T Iy dy = 0.
R

. Funkcja f(x) o okresie 27 jest klasy C' na przedziale [0, 27|, tzn. f'(z) jest ciagla na (0, 27) oraz istnieja

granice jednostronne dla f’(z) w konicach przedziatu. Sprawdzi¢, ze z dowodu podanego na wykladzie
wynika, ze n(|a,| + |b,]) < C, dla pewnej statej C.

. Pokazad, ze jesli funkcja f(z) o okresie 2 jest ciagta, to istnieje wielomian P(x) taki, ze |f(z)—P(x)| < e

dla x € [0, 27] oraz P(0) = P(2m). Wskazéwka: Skorzysta¢ z twierdzenia Weierstrassa.

. Funkcja f(z) spelnia warunek

[f(z) = f(y)l < Lz —y[*,

dla z,y € [a,b] dla pewnych stalych L > 01 o > 0. Pokaza¢, ze jesli o > 1, to f(x) jest funkcja stala.
Pokazaé na przyktadzie, ze a > 1 jest mozliwe, gdy punkt y = vy, jest ustalony.

. Niech f(z) ~ 3ag + Y(a,cosnz + b,sinnz). Pokazaé, ze istniejy liczby A, i o, takie, ze f(z) ~

sap + X A, cos(nz — oy,).
Niech h(x) = f(x) cos x. Wyrazié¢ wspodtezynniki Fouriera funkcji h za pomoca wspotezynnikéw Fouriera

funkcji f.

. Niech [J™ f(t) dt = 0. Wyrazié¢ wspotezynniki Fouriera funkeji F(z) = [ f(t) dt za pomoca wspbtezyn-

nikéw Fouriera funkcji f(x). Pokazaé, ze F(x) jest réznicg dwu funkeji rosnacych na przedziale [0, 27].
Zbadaé zbieznosé szeregu Fouriera funkcji F'(z). Pokazaé, ze jedli a, i b, sa wspotezynnikami Fouriera
funkeji f(x), to szereg 3 b, /n jest zbiezny.

. Pokazac, ze

27 27
1171?1/O f(z)|sinnx| dz = i/o f(z)dz.

Pokazac, ze szereg trygonometryczny
oo

Z sin nx

“— log(n+2)

jest zbiezny w kazdym punkcie. Niech f(x) oznacza sume tego szeregu. Pokazaé, ze funkcja f(z) nie
jest bezwzglednie catkowalna na przedziale [0, 27]. Wskazéwka: Skorzystaé¢ z zadania 8. Za jakis czas
pokazemy, ze zbiezny szereg

i COS NI
= log(n +2)

reprezentuje nieujemna funkcje catkowalng na przedziale [0, 27].
Obliczy¢ granice

2T
lim/ @) sin(n + 1)z d,
nJo  x

przy zalozeniu, ze f(z) jest klasy C' i o okresie 2.



12.
13.

14.

15.

16.

17.

Do jakiej liczby zbiezny jest szereg Fouriera funkcji f(x) = x — [z] w punkcie (a) €2 , (b) 8, (¢) 9e + 7 ?
Obliczy¢
21

/ D?(z) dw.

0
Niech f(0) bedzie funkcja ciagta o okresie 2w. Wyrazi¢ pole obszaru ograniczonego przez krzywa o
réwnaniu 7 = f(0), 0 < 6 < 27, we wspoéhrzednych biegunowych, za pomoca wspétezynnikow Fouriera
funkcji f(0).

Pokazac, ze jesli f jest funkcjg o okresie 27 klasy C'*°, to dla dla dowolnej liczby naturalnej k& mamy
lan| < Myn™" oraz |b,| < Mypn™",

gdzie M;, = max|f® (z)].

Udowodnié¢, ze jesli
>~ 7 (|an| + [ba]) < +o0,
n=1

dla liczby dodatniej «, to f jest funkcja rézniczkowalna o] razy oraz pochodna rzedu [o] spetnia warunek
Holdera z wyktadnikiem o — [a.

W zadaniach 10, 12 i 14 z listy nr 1 zbada¢ jednostajna zbiezno$é¢ szeregu Fouriera.

Wyktad bedzie sie odbywat w sali WS, a ¢wiczenia w sali A.



