3. Zadania do wykfadu
Szeregi i catki Fouriera

. Funkcja f(x) jest suma dwu funkcji monotonicznych na przedziale [a, b]. Pokazaé, ze f(x) mozna przed-
stawi¢ jako réznice dwu funkeji rosnagcych nieujemnych. Pokazaé, ze iloczyn dwu funkeji takich jak f(x)
mozna réwniez przedstawi¢ w postaci takiej réznicy.

. Pokaza¢, ze funkcja przedzialami monotoniczna (skonczenie wiele przedzialéw) na odcinku [a,b] jest
rowniez réznicg dwu nieujemnych funkcji rosngcych.

. Uzasadni¢, ze funkcja uctg(u/2) jest malejaca na przedziale [0, 7.
. Dla iloczynu skalarnego (f, g) = [; f(x)g(z) dx sprawdzi¢ ortogonalnosé¢ uktadéw funkeji
{cosnz}, {sinnz}>2 .

Dla kazdego przypadku sprawdzié, czy istnieje niezerowa funkcja f(z) ciagla (catkowalna z kwadratem)
na przedziale [0, 7], ortogonalna do wszystkich funkcji uktadu.

. Sprawdzi¢ ortogonalno$¢ podanych uktadow wielomianéow wzgledem iloczynu skalarnego

(f,9) = JZ% f(z)g(r)w(x) dx.

(8) Po(z) = 2rn! dxn
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. Sprawdzi¢, ze uktad funkcji Haara hy,,,(x), m > 0, 1 <n < 2™, gdzie hy; = 1 oraz
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jest ortonormalny wzgledem iloczynu skalarnego (f, g) = [ f(2)g(x) dx. Czy istnieje niezerowa funkcja
ciagla (catkowalna z kwadratem) na przedziale [0, 1] ortogonalna do wszystkich funkeji tego uktadu ?

. Wyrazi¢ catke 5- 5T\ f(x 4 7) — f(x)]? dr za pomocy wspétezynnikéw Fouriera funkcji f.

. Niech f(z) =e ™ dla 0 < z < 27. Obliczy¢ 3°° | a2, gdzie a, i b, sa wspotczynnikami Fouriera funkcji
f(z).

. Dla 0 < 0 < 7 okredlmy funkcje
1 dla|z| <6,
Fla) = { o

0 dlad<|z| <m,

i rozszerzmy ja do funkcji o okresie 27. Znalezé wspotezynniki Fouriera tej funkcji. Wywnioskowad,
) : _ o iy in2 5(r—5
ze > o0, % = ”T‘s. Ze wzoru Parsevala wyprowadzi¢ réwnos¢ Y 0, Smnz"‘; = (”2 ), Przechodzac do

granicy obliczy¢ catke [;° Sl;# dx.
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Rozwingé w szereg Fouriera funkcje f(z) = (7 —z)?, 0 < o < 27. Zbadaé jednostajng zbieznoéé szeregu
Fouriera. Podstawiajac odpowiednig warto$¢ z obliczy¢ sume szeregu Y # Stosujac wzor Parsevala
obliczy¢ sume > %

Funkcja f(z) o okresie 27 jest okreslona wzorem

sin2z  dla |x| < 7/2,
() = s
0 dla 7/2 < |z| < 7.

Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji f(z) i funkcji f'(x). Do jakiej wartosci jest zbiezny szereg Fouriera
funkeji f'(z) w punktach x = £7/2 7 Obliczy¢ sumy
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Pokazacé, ze roznica catek
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jest ograniczona jednostajnie wzgledem n. Zastosowaé te wtasno$é do obliczenia catki [;° S“;# dx.

Pokazaé, ze ||f — s.(f,z)|| < ||f — t.|| dla dowolnego wielomianu trygonometrycznego t, stopnia n,
réznego od sumy cze$ciowej s, (f, x) szeregu Fouriera funkeji f.

Pokazac, ze jesli dla funkcji bezwzglednie catkowalnej f o okresie 2m mamy

7)) = 3(Fa) + fe=)), m— oo,

przy zalozeniu, ze funkcja f ma granice jednostronne w punkcie x.



