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. Niech P,(x) =

4. Zadania do wykfadu
Szeregi i catki Fouriera

. Funkcja f(x) jest okreslona na przedziale [0,7] i calkowalna w sensie Riemanna, lub caltkowolna z

kwadratem w sensie Lebesgue’a. Niech a,, oznaczaja wspotezynniki cosinusowego szeregu Fouriera funkcji
f(z). Pokazaé, ze
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Pokazaé, ze jesli b, oznaczaja wspétezynniki sinusowego szeregu Fouriera funkeji f(x), to

Lo 2, 1 & 2
L @R =5 3

. Zmalez¢ sinusowy szereg Fouriera funkeji f(x) = z(m — ) okreslonej na [0, 7]. Pokazaé, ze
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. Obliczy¢ D, (k) oraz K, (k) dla k = 0,+1,42, .. ..

Lo Obliczy¢ By (n)
) czyé P.(n).
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Wskazéwka: Patrz zadanie 16 z listy 1.

. Funkcja zespolona f(x) spelia warunek Lipschitza |f(z) — f(y)| < L]z — y| dla wszystkich z € R.

Pokazacé, ze

Tim 3 (ke = ()

k=—n

~ N

. Funkcja zespolona f(x) jest ciagta o okresie 27. Pokazaé, ze f(—n) = f(n) dla kazdego n wtedy i tylko

wtedy, gdy f jest funkcja rzeczywista.

Obliczy¢ €@ x ™% D, x D,,, f*e™ i P, x f, gdzie f jest funkcja o okresie 27 calkowalng w sensie
Riemanna, lub calkowalng w sensie Lebesgue’a na przedziale [0, 27]

. Dla funkeji f(z) jak w poprzednim zadaniu okreslamy f,(y) = f(z + y). Obliczy¢ f,(n).

~

. Pokazaé, ze dla funkcji zespolonej f(z) jak w poprzednim zadaniu mamy f(n) — 0, gdy |n| — oo.
10.

Pokazac, ze jesli funkcja f(x) jest klasy C o okresie 27, to f/(n) = inf(n). Czy wystarczy, aby f(z)
byta kawatkami klasy C! na przedziale [0, 2] ?
Pokazaé, ze jezeli f(x) jest funkcja o okresie 27 klasy C*, to

ST 1F(n)| < +oo.
Wskazéwka: Z réwnosci Parsevala dla funkcji f'(z) i z poprzedniego zadania mamy
> 0P f(n)]? < oco.

Nastepnie skorzysta¢ z nieréwnosci 2|z| < & + n?|z|2.
Ciag {c,}>, ma wlasnoséé, ze ¢, — 0, gdy |n| — oo. Czy istnieje zespolona funkcja f(z) calkowalna

w sensie Lebesgue’a na przedziale [0, 27 taka, ze f(n) = ¢, dla kazdego n € Z 7 Wskazéwka: Patrz
zadanie 10 z listy 2.
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14.

15.

Funkcja f(x) o okresie 27 jest ciagta. Pokazaé, ze jeSli f(x) jest nieujemna, to jej ciag zespolonych
wspotezynnikow Fouriera jest dodatnio okreslony, tzn.

N
Y f(n—m)z7Z, =0
0

n,m=

dla kazdego ciagu liczb zespolonych {z,}>° ;i dowolnej liczby naturalnej N. Pokazaé, ze réwniez impli-
kacja odwrotna jest prawdziwa. Wskazéwka: Przy dowodzie implikacji odwrotnej zauwazy¢, ze

1 N L
UN(.fa ZL’) — N7_|_1 Z f(n_m)emxezm:c.
n,m=0

Funkcja f(x) jest ciagta o okresie 27. Pokazaé, ze jesli

to ciag sum czesciowych szeregu Fouriera s, (f, x) jest zbiezny jednostajnie do f(x). Wskazéwka: Poka-
zaé, ze o,(f,x) — s, (f, ) dazy jednostajnie do 0.

Ciag {a, }52 o nazywamy wypuktym, jesli a,41 < 3(an+an42). Pokazac, ze jesli ciag {a, }52 jest wypukly
oraz a, — 0, to szereg

1 [e.e]
f(x) =Zag+ > a,cosnz

2 n=1
jest zbiezny dla x # 2kw. Pokazaé, ze f(x) jest nieujemna funkcja ciagla i catkowalna na przedziale
(0, 27). Wywnioskowaé, ze szereg

1 X cosnx
>

1) = F10g2 T 2 Togln 1 2)

jest zbiezny do nieujemnej funkcji catkowalnej na przedziale (0, 27). Wskazéwka: Korzystajac ze wzoréw
2cosnx = D,(x) — Dy—1(x) oraz D, (z) = (n+ 1)K, (x) —nK,_1(x) zastosowa¢ dwukrotnie przeksztal-
cenie Abela aby otrzymaé

e} o)

2/(2) = 3 (0 — ae) D) = 3 (A0 + s — 20,0) (n + 1)K, (1),



