5. Zadania do wykfadu
Szeregi i catki Fouriera

. Udowodni¢ nieréwnos$¢ Wirtingera-Poincaré’ego: dla kazdej funkcji klasy C! na przedziale [a, b] takiej,
ze f(a) = f(b) = 0 zachodzi
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Pokaza¢, ze stata w nieréwnosci jest optymalna. Wskazéwka: Pokazac, ze wystarczy rozwazy¢ przypa-
dek a = 01 b= m. Rozszerzyé¢ f(x) do funkcji nieparzystej o okresie 27 i zastosowaé¢ wzor Parsevala.

. Udowodnié¢ twierdzenie izoperymetryczne: sposréd zamknietych krzywych plaskich klasy C!, bez
samoprzecie¢, o danej dtugosci, okrag jest brzegiem obszaru o najwickszym polu. Tzn. zatézmy, ze
C = {(z(t),y(t))]0 < t < 7} jest krzywa klasy C', bez samoprzecie¢, spetiajaca z(0) = z(27),
y(0) = y(27). Wtedy dlugo$¢ L krzywej i pole A obszaru ograniczonego ta krzywa wyrazaja sie
wzorami

L= /027r[(:£,)2 + @)Y dt, A= % /O%(aty' —2'y) dt.

Pokaza¢, ze 4mA < L? i réwno$é¢ zachodzi tylko w przypadku, gdy krzywa jest okregiem. Wskazoéwka:
Mozna zalozy¢, ze krzywa jest sparametryzowana dlugocig, tzn. (2/(t))? + (v/(t))* = 1. Wtedy
L= / 27r[(1")2 + (3/)?] dt. Wyrazi¢ wielkogci A i L za pomoca rzeczywistych wspotczynnikéw Fouriera
funkcjoi x,y, ' iy
. Sprawdzi¢, ze réwnanie rézniczkowe y” = a?y nie posiada rozwigzania spetniajacego y(0) = 0 i
y(m) = 0.
. Rozwigza¢ réwnanie struny
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przy warunkach u(0,t) = u(m,t) = 0, u(x,0) = f(z) oraz (Ou/0t)(z,0) = g(x), gdzie f € C?0, 7],
g € CYo,7].
. Rozwiaza¢ réwnanie ciepta
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przy warunkach u(0,t) = u(27,t) oraz u(z,0) = f(z) dla 0 < z < 27, gdzie f(z) jest funkcja ciagla
o wlasnosci f(0) = f(27). Wskazéwka: Znalezé u w postaci

u(w,t) = ca(t)e™.
. Funkcja ciagta f(x) ma okres 2m. Pokazaé, ze dla liczby rzeczywistej a, niewspétmiernej z m mamy

lim L3 fe + ka) = % /027r (@) da.
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Wskazéwka: Sprawdzi¢ wzér dla f(x) = €™ gdzie m € Z. Czy zalozenie niewspoimiernoci jest

istotne 7

. Dla ciagu liczb {z,,}°2, z przedziatu [0, 27|, przedziatu [a,b] C [0, 27] i liczby naturalnej N symbol
N oznacza liczbe wyrazéw ciagu sposréd 1, xs, ..., xyn, ktére nalezg do [a,b]. Ciag nazywamy
rowno roztozonym jesli spetniony jest warunek
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dla dowolnego przedziatu [a,b] C [0, 1]. Pokazaé, ze ciag {z,}5> jest réwno roztozony wtedy i tylko
wtedy, gdy
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dla dowolnej funkcji f(z) calkowalnej w sensie Riemanna na przedziale [0, 1]. Wskazéwka: Zbadad
wzér najpierw dla funkcji schodkowych.

. Z poprzednich dwu zadan wywnioskowadé, ze ciag x,, = na — [na] jest réwno roztozony w przedziale

[0, 1] dla dowolnej liczby niewymiernej a.

. Czy liczba 2" w zapisie dziesietnym moze mie¢ cyfre 7 z lewej strony 7 Ktora z cyfr 7 czy 8 wystepuje

czesciej z lewej strony 7
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Niech f(z) bedzie funkcja ciagta o okresie 2. Okreslmy ||g||; = 2—/ |g(x)| dx. Pokazaé, ze
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Wskazéwka: Zalozy¢ najpierw, ze f(z) jest wielomianem trygonometrycznym postaci Z cpe™”.
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