13. Zadania do wyktadu
Wstep do matematyki dyskretne;j

. Pokaza¢, ze jesli dwa wierzchotki grafu sa potaczone tancuchem, to
mozna je potaczy¢ tancuchem elementarnym.

. Zaltézmy, ze x i y sa wierzchotkami cyklu . Czy x i y sa wierzchotkami
cyklu elementarnego.

. Pokazaé, ze krawedzie cyklu mozna podzieli¢ na podzbiory A;, As, ..., Ay
tak, ze krawedzie w A; tworzg cykl elementarny.

. Pokaza¢, ze jesli graf posiada cykl dlugosci nieparzystej, to posiada
rowniez cykl elementarny dhugosci nieparzyste;j.

. Pokazaé, ze kazdy wierzchotek cyklu ~ nalezy do parzystej liczby kra-
wedzi z v podczas, gdy kazdy wierzchotek cyklu elementarnego nalezy
do 2 krawedzi tego cyklu.

. Niech ~ bedzie tancuchem taczacym dwa rézne wierzchotki = i y. Po-
kaza¢, ze x i y naleza do nieparzystej liczby krawedzi z v podczas, gdy
pozostate wierzchotki z v naleza do parzystej liczby krawedzi z .

. Dla wierzchotkéw grafu G wprowadzamy relacje x ~ y jesli x = y lub
x # y 1 x mozna polaczyé¢ z y tancuchem. Pokazaé, ze ~ jest relacja
rownowaznosci, tzn.

(i) x ~ x.
(ii) Z = ~ y wynika, ze y ~ x.
(iii) Zx ~y iy~ z wynika, ze x ~ 2.

. (c.d. zadania 7) Dla wierzchotka « niech C'(x) oznacza zbiér wierzchol-
kéw z takich, ze x ~ z, tzn. C'(z) jest klasa réwnowaznosci wierzchotka
z. Pokazaé, ze C(x) = C(y) albo C(x) N C(y) = 0. Pokazaé, ze jesli
C(x)NC(y) = 0, to zaden wierzchotek z C(x) nie moze by¢ potaczony
taiicuchem z wierzchotkiem z C/(y).

. (c.d. zadania 8) Dla wierzchotka x niech G, oznacza graf, ktérego zbio-
erm wierzcholtkéw jest C'(z) 1 ktérego krawedziami sa wszystkie krawe-
dzie grafu G, taczace dwa wierzchotki z C'(z). Pokazaé, ze G, jest spdj-
ny. Graf G, nazywamy sp6jna komponenta grafu G. Wywnioskowaé z
zadania 8, ze wierzchotki lezace w réznych spdjnych komponentach nie
moga by¢ potaczone tancuchem.
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Niech G bedzie grafem, w ktérym stopien kazdego wierzchotka jest nie
mniejszy niz 2. Pokazaé¢, ze G posiada cykl elementarny.

Pokazaé, ze prosty graf o n wierzchotkach, o liczbie krawedzi wickszej
niz %(n — 1)(n — 2) jest spéjny. Podaé przyktad prostego grafu o n
wierzchotkach, o liczbie krawedzi réwnej 1 (n — 1)(n — 2), ktéry nie jest
spojny.

Ktéry z podanych nizej graféw posiada cykl Eulera ? Skonstruowac
cykl Eulera, gdy jest to mozliwe.
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Grafem zupelnym K, nazywamy prosty graf o n wierzchotkach, w kto-
rym dowolne dwa wierzchotki sg potaczone krawedzig. Dla jakich war-
tosci n graf K, posiada cykl Eulera 7

Niech G bedzie grafem w ktérym tylko dwa wierzchotki x i y maja
stopien nieparzysty. Niech G* oznacza graf powstaty z G przez dodanie
nowej krawedzi taczacej x z y. Pokazacd, ze G jest spojny wtedy i tylko
wtedy, gdy G* jest spojny.

Niech G bedzie grafem spojnym takim posiadajacym doktadnie 2k,
(k > 1) wierzchotkéw nieparzystego stopnia. Pokazaé, ze krawedzie
grafu G mozna podzieli¢ na podzbiory Ei, Fs, ..., Ej takie, ze istnieje
tanicuch ~;, ktorego krawedziami sg krawedzie z F;, dlai=1,2,... k.
Zastosowac zadanie 15 dla pierwszego grafu z zadania 12 oraz dla grafu
ponizej.



17. Przejecha¢ ponizsze grafy bez odrywania otéwka od papieru i bez prze-
jezdzania dwukrotnie po zadnej krawedzi.
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