7. Zadania do wyktadu
Wstep do matematyki dyskretne;j

. Niech £(0), f(1), f(2),... beda liczbami Fibonacci’ego. Obliczy¢ poda-
ne nizej sumy dla malych wartosci n, odgadnaé¢ wzor ogdlny i udowodnic
go przez indukcje.

(@) fF()+fB)+...+f(2n—1).

(b) f(0)+f(2)+... 4+ f(2n).

(©) 7(0) = F(1) + F(2) ...+ (~1)"f(n).

(d) F(O0)2+ FL2 + ...+ f(n)2.

(&) F(m)f(n+2)+ (~1)".

. Rozwazmy szachownice 1 x n. Kazde pole szachownicy jest pomalowa-
ne na czerwono lub niebiesko tak, ze nie ma dwu sasiednich czerwo-
nych kwadratéw. Niech g(n) oznacza liczbe sposobéw pokolorowania
szachownicy. Znalezé wzor rekurencyjny jaki spetniaja liczby g(n). Na-
stepnie znalezé wzoér na g(n).

. Dlan =1,2,3,... niech h(n) oznacza ilos¢ réznych sposobéw pokolo-
rowania pol szachownicy 1 x n barwami bialtg, niebieska i czerwona tak,
ze nie ma dwu sasiednich czerwonych kwadratow. Znalez¢é wzor reku-
rencyjny jaki spetniaja liczby h(n). Nastepnie znalezé wzor na h(n).

. Zatézmy, ze Fibonacci umiescit dwie pary kréolikoéw w odosobnieniu na
poczatku roku. Znalezé liczbe par krolikéw po roku. Ogolniej, znalezé
liczbe par krolikow po n miesigcach.

. Rozwiazaé réwnanie rekurencyjne H(n) = 4H(n—2) dlan = 2,3,4,.
przy warunkach poczatkowych H(0) =01 H(1) = 1.

. Rozwiazaé réwnanie rekurencyjne H(n) = (n + 2)H(n — 1) dla n =
1,2,3, ..., przy warunkach poczatkowych H(0) = 2.

. Rozwiazaé réwnanie rekurencyjne H(n) = H(n — 1) + 9H(n — 2) —
9H(n—3)dlan = 3,4,5,..., przy warunkach poczatkowych H(0) = 0,
H(1)=11H(2)=2.

. Rozwiazaé réwnanie rekurencyjne H(n) = 8H(n—1) — 16H(n — 2) dla
n=2,3,4,..., przy warunkach poczatkowych H(0) = —11 H(1) = 0.
. Rozwiaza¢ réwnanie rekurencyjne H(n) = 3H(n — 2) — 2H(n — 3) dla
n = 3,4,5,..., przy warunkach poczatkowych H(0) = 1, H(1) = 0 i
H(2)=0.
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Rozwigzaé réwnanie rekurencyjne H(n) = 5H(n — 1) — 6H(n — 2) —
4H(n—3)+8H (n—4)dlan =4,5,6, ..., przy warunkach poczatkowych
H(0)=0, H(1)=1, H2) =11 H(3) = 2.
Rozwiaza¢ podane réwnania rekurencyjne przez znalezienie kilku pierw-
szych wyrazoéw, odgadniecie wzoru i udowodnienie go przez indukcje.
(a) Hm)=H(n—-1)—n+3dlan=1,2,3,...; H(0)=2.

(b) Hn)=—H(n—-1)+1dlan=1,2,3,...; H(0)=0.

(¢c) Hn)=—-H(n—-1)+2dlan=1,2,3,...; H0)=1.

(d) Hn)=2H(n—1)+1dlan=1,2,3,...; H(0)=1.
Zmalez¢ wzor rekurencyjny na liczbe sposobow wyptacenia n ztotych
przy uzyciu

(a) monet jedno i dwuztotowych;

(b) monet jedno, dwu i piecioztotowych.

Dla grafu skierowanego podanego nizej wyznaczy¢ liczbe roznych skie-
rowanych drég sktadajacych si¢ z n krawedzi, zaczynajacych sie w a i
konczacych sie w c.

Zmalez¢ wzor rekurencyjny na liczbe sposobow rozdzielenia n obiektow
pomiedzy 4 rézne osoby.

Znalez¢ wzor rekurencyjny na ilos¢ ciagow dtugosci n ztozonych z 0,1 i
2 takich, ze bezposrednio na lewo od 2 nie moze znajdowac sie 1.
Dziecko codziennie chodzi do ciastkarni. Kupuje albo jedno z dwu ro-
dzajow ciastek po ztotéwce albo jedno z trzech rodzajow ciastek po
2 zlote. Znalez¢ i rozwigzaé relacje rekurencyjnag na liczbe sposobow
wydania n ztotych w ciastkarni (kolejnosé jest istotna).
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Wskazéwka: Zastapi¢ g, przez zmienng x i pokazac, ze wyznacznik jest
wielomianem stopnia n — 1 postaci A(x — ¢1)(x — q2) ... (x — @p_1)-

+18. Pokazaé, ze ciag v/6, \/6 + v/6, \/6 + /6 + /6, . .. jest zbiezny do licz-

by 3. Wskazdéwka: Znalez¢ wzor rekurencyjny dla wyrazéw ciagu.



