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8. Zadania do wyktadu
Wstep do matematyki dyskretne;j

. Rozwiaza¢ niejednorodne réwnania rekurencyjne.

(a) h(n) =4h(n—1)+3-2" (n>1), h(0)=1.

(b) h(n) =3h(n—1)—2, (n>1), h(0)=1.

(¢) h(n) =2h(n—1)+n (n>1), h(0)=1.

(d) h(n) =6h(n—1)—=9h(n—2)+2n, (n>2), h(0)=1, h(1)=0.
2n réznych punktéw lezy na okregu. Niech h(n) oznacza liczbe sposo-

béw potaczenia tych punktéw w pary tak, ze otrzymane odcinki nie
przecinaja sie. Znalezé wzoér rekurencyjny dla liczb h(n).

Chcemy pocigé¢ pasek wymiaru 1 x n na kwadraty jednostkowe. Na ile
sposobéw mozemy to zrobié¢, jesli w kazdym kroku:

(a) tniemy jeden z kawalkéw zawierajacy wiecej niz jeden kwadrat na
dwa 7

(b) tniemy wszystkie kawalki zawierajace wiecej niz jeden kwadrat na
dwa ?

. Pokazac, ze

pi(0) +pi(1) +pi(2) + ... + pi(m) = (?jf)

Wskazdéwka: Suma jest rowna
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Skorzysta¢ teraz z pewnego wzoru udowodnionego na wyktadzie.

. Pokazad, ze jesli wielomian p(z) spelnia p(x) = copo(x) +c1p1(x)+. ..+

CnPn(T), tO

ip(k) =co<mfl> +c1<m;1> ++cn<7:j:1l>

k=0
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. Znalez¢é lewy brzeg tablicy réznicowej dla wielomianu p(x) = x*. Na-

stepnie obliczy¢ Z k* korzystajac z poprzedniego zadania. Przeksztal-

ci¢ wynik do post_aci iloczynu.

Niech p(x) = 22% 4+ x + 3. Znalez¢ wzér na Y p(k).
k=0

. Niech p(z) = 22® — 32% 4 2z + 1. Znalez¢ wzor na » _ p(k).

k=0
Wielomian p(z) ma stopienr 3. Poczatkowy wiersz tablicy réznicowej

dla p(z) ma posta¢ 1,—1,3,19,.... Wyznaczy¢ p(z). Obliczy¢ Y p(k).

k=0
Wskazowka: Znalezé lewy brzeg tablicy réznicowej dla wielomianu p(z).
m
Zmalez¢ wzor na Z k.
k=0

Pokazaé, ze jesli w jakiejs tablicy réznicowej (n+1)-sze réznice sa réwne
0, to jest to tablica roznicowa pewnego wielomianu stopnia co najwyzej
n.

Pokazaé, ze jesli f(x) jest funkcja na prostej rzeczywistej, nieskonczenie
wiele razy rézniczkowalna, to AFf(x) = f®)(€) dla pewnej liczby &
lezacej pomiedzy x i x + k. Wskazéwka: Przeprowadzi¢ dowodd przez
indukcje wzgledem k, przy uzyciu twierdzenia Lagrange’a.

Niech p(z) bedzie funkcja okreslona na prostej rzeczywistej. Pokazaé
przez indukcje, ze

aote) = 3 (Yot - )

3=0 —J
Niech p(z) bedzie wielomianem stopnia n. Pokazaé, ze state cg, ¢, . . ., ¢,
takie, ze
(z) Ntalt)+ o +el”
xr)=c c oot e,
p ol 1\ n
sg jedyne.

Dana jest tablica réznicowa dla pewnej funkcji f. Pokazaé, ze tablica
ta jest wyznaczona przez ciag wyrazéw tej tablicy ag, a1, as, ... taki, ze
ap = f(0) oraz dla kazdego i liczba a;y1 jest polozona w tym samym
wierszu co a; bezpos$rednio na prawo, albo liczba ta lezy w nastepnym
wierszu bezposrednio na prawo od a;.
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gdzie wspoétezynniki ¢(n,0),c¢(n,1),...c(n,n) sa poczatkowymi wyra-
zami lewego brzegu tablicy réznicowej dla p(x) = a™. Liczby postaci

S(n, k) = C<T;" ) sg nazywane liczbami Stirlinga drugiego rodzaju. Po-
kazaé, ze dla n > 0 mamy S(n,0) =01 S(n,n) = 1.

Udowodni¢, ze liczby Stirlinga speliaja wzoér rekurencyjny
S(n,k)=kS(n—1,k)+Sn—1,k—1) dlak=1,2,...,n—1.

Pokazaé¢, ze majac ten wzor i warunki S(n,0) =0, S(n,n) = 1 mozna
obliczy¢ kazda liczbe S(n, k).

Niech P(n,t) oznacza ilo$¢ podziatéw zbioru n-elementowego na k
niepustych podzbioréw (kolejnosé podzbioréow jest nieistotna). Poka-
zaé, ze P(n,k) spelnia ten sam wzér rekurencyjny co liczby Stirlin-

ga S(n, k) oraz ma te same wartosci poczatkowe. Wywnioskowaé, ze
P(n,k) = S(n,k).



