9. Zadania do wyktadu
Wstep do matematyki dyskretnej

1. Znalezé funkcje tworzaca ciagu liczb 1,q,¢%,¢3,... .
2. Znalez¢ funkcje tworzace dla podanych ciagdw.

1,-1,1,-1,1,—1,... .
(8=, @), (“1) (), . (@ € R)
0,0,0,—1,1,—1,1,—1,1,... .
5,6,7,8,....n45,... .
1/01,1/11,1/2), ..., 1/nl,... .
1/01, —1/11,1/21, ... (=1)"/n, ... .
1,3,4,9,8,27,16,81, ... .
1,2,4,1,3,8,1,4,16,1,5,32, ... .
x(1) 1,2cos6,2cos20,2cos36,...,2cosnb, ... .
3. Niech S bedzie multizbiorem {co-e1, 00 eg, 00 e3,00-e4}. Wyznaczy¢

funkcje tworzacy ciggu liczb ag, a1, as, ..., an, ..., gdzie a, jest liczba
n-kombinacji S przy podanych warunkach.

(
(

a) Kazdy element wystepuje nieparzysta ilos¢ razy.

(c) Element e; nie pojawia sie, a es pojawia sie co najwyzej raz.

(d) Element e; pojawia si¢ 1, 3 lub 11 razy, natomiast element e
pojawia sie 2, 4 lub 5 razy.

)

b) Kazdy element wystepuje liczbe razy podzielna przez 3.
)
)

(e) Kazdy element pojawia sie przynajmniej 10 razy.

4. Rozwiazaé relacje rekurencyjne za pomoca funkcji tworzacych.

(a) ap =4an—2 dlan > 2 oraz ag =0, a; = 1.

(b) an =an—1 + an—2 dlan > 2 oraz ag =1, a; = 3.

(¢) ap =an—1+9an—2—9a,_3dlan > 3orazay =0, a; =1, az = 2.
(d) an =8ap—1 — 16a,—2 dlan > 2 oraz ag = —1, a; = 0.

(e) an =3ap—2 —2ap—3dlan>3orazay=1, a1 =0, ag =0.

(f) an = 5ap—1—6an—2—4a,—3+8an_yq dlan > 4orazay =0, a; =

1, a2:1, CL3:2.
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. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciagu liczb a,, =

() an =2ap—1—4an_2+8an_3+16a,_4dlan >4 orazay =1, a; =
2, a2:1, a3:2.

Znalez¢ funkcje tworzaca dla ciagu kolejnych szescianéw liczb natural-
nych 0,1,8,...,n%,... .

Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciagu liczb a, = (3), n
n
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Wyznaczyé¢ funkcje tworzaca ciggu liczb a, = (g‘),
(Z), n > 0, dla liczby
naturalnej k.
Wyznaczyé funkcje generujaca ciggu liczb a, = n*, n > 0, dla liczby
naturalnej k.
Podzialem liczby naturalnej n nazywamy przedstawienie tej liczby w
postaci sumy liczb naturalnych. Kolejnos¢ sktadnikéw jest nieistotna.
Np.6=34+3, 6=6, 6 =141+ 2+ 2 sa podziatami liczby 6. Niech
p(n) oznacza iloé¢ réznych podzialéw liczby n. Przyjmujemy p(0) = 1.

(a) Pokazaé, ze p(n) jest réwna liczbie rozwiazan réwnanian = 11+
2 x9+. ..+ nx, wnieujemnych liczbach catkowitych z1, zs, ..., z,.

(b) Pokazaé, ze funkcja tworzaca liczb p(0),p(1),p(2), ... ma postaé
nieskonczonego iloczynu
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k=1

(c) Niech t1,t9,...,ty beda réznymi liczbami naturalnymi. Niech
q(n) oznacza iloé¢ podzialéw liczby n na skladniki pochodzace
z t1,ta, ..., tm. Niech ¢(0) = 1. Pokazaé, ze funkcja tworzaca cia-

gu q(0),4(1),q(2),. .. ma postac

ﬁ 1
_ rte”
puie] 1 —ate
Chcemy wymnozy¢ n liczb x1, xs,..., x, w podanej kolejnosci. Ob-

liczenie wymaga wykonania n — 1 mnozen dwu czynnikéw. Pokazaé
bezposrednio, ze ilo$¢ a,, tych sposobéw jest réwna liczbie podziatéw
(n + 1)-kata wypuklego na n tréjkatow.

Na ile sposobéw przy 25 rzutach moneta mozna otrzymaé w wyniku
doktadnie 5 ortéw przy czym reszki nie pojawiaja sie kolejno wiecej
niz 7 razy 7

Na ile sposobéw mozna rozmienié¢ 20 zt uzywajac monet 1, 21 5 zt oraz
banknotu 10 zt.
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Za pomoca dzielenia wielomianéw wyznaczy¢ pierwszych 6 wyrazéw
ciagu, ktérego funkcja tworzaca jest
14 22

(2) 1+ 3z + 22
b 1 + 322
(b) 1+ 2z + 22 + bt

2+ 3z + 22

(c) 3+ + 224

Wyznaczyé wykladnicza funkcje tworzaca ciagu 1!,2!,3!, ... n! .. ..

Dla liczby rzeczywistej o okreslamy ciag {a, }52, wzorem ag = 1 oraz
an = a(a—1)...(a — n+1). Znalez¢ wykladnicza funkcje tworzaca
tego ciagu.

Niech S bedzie multizbiorem {oc - e1,00 - €g,...,00 - ex}. Wyznaczy¢
wykladnicza funkcje tworzaca ciagu {a,}52, takiego, ze ap = 1 oraz

(a) ay jest liczba n-permutacji multizbioru S, w ktérych kazdy ele-
ment pojawia sie nieparzysta liczbe razy.

(b) ay, jest liczba n-permutacji multizbioru S, w ktérych kazdy ele-
ment pojawia sie przynajmniej 4 razy.

(¢c) ay jest liczba n-permutacji multizbioru S, w ktérych e; pojawia
sie przynajmniej raz, e; pojawia sie przynajmniej dwa razy, ...,
e pojawia sie przynajmniej k razy.

(d) ay jest liczba n-permutacji multizbioru S, w ktérych e; pojawia
sie co najwyzej raz, ex pojawia sie co najwyzej dwa razy, ..., e
pojawia sie co najwyzej k razy.

Wyznaczy¢ liczbe sposobéw pokolorowania szachownicy 1 x n uzywa-
jac koloréw czerwonego, niebieskiego, zielonego oraz pomaranczowego
przy zalozeniu, ze

(a) parzysta liczba pél ma by¢ koloru czerwonego i parzysta liczba
pél ma by¢ koloru zielonego;

(b) nieparzysta liczba pdél ma by¢ koloru czerwonego i parzysta liczba
pél ma by¢ koloru pomaranczowego.

Wskazéwka: Niech a,, oznacza liczbe tych sposobéw. Wyznaczyé wy-
ktadnicza funkcje tworzaca i nastepnie znalezé wspolezynnik przy " /nl.
Wyznaczyé ilosé liczb o n cyfrach, nie mniejszych niz 4, w ktérych 4 i
6 wystepuja parzysta liczbe razy, 51 7 pojawiaja sie przynajmniej raz,
i nie ma zadnych ograniczen dotyczacych 8 i 9.
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Zmalez¢é liczbe sposobéw rozdzielenia 10 réznych zabawek pomiedzy
czworo roznych dzieci jesli

(a) Pierwsze dziecko otrzymuje przynajmniej jedna zabawke.
(b) Drugie dziecko otrzymuje przynajmniej dwie zabawki.

(c¢) Pierwsze dziecko otrzymuje przynajmniej jedna zabawke a drugie
dziecko otrzymuje przynajmniej dwie zabawki.

Wskazoéwka: Zalozyé, ze liczba zabawek wynosi n. Niech a, oznacza
liczbe sposobdéw rozdzielenia zabawek. Znalezé wykladnicza funkcje
tworzaca liczb a,,. Obliczyé wspotezynnik przy 2'0/10!.

Zmalez¢ iloé¢ liczb n-cyfrowych, o cyfrach réwnych 1,2, 3 lub 4, w kto-
rych cyfry 11 2 pojawiaja sie w sumie parzysta ilos¢ razy.



