Gra Nim

We wrzesniu 1998 podczas miesiecznej wizyty w
Monachium w pewng niedziele wybratem sie z
kolega do Deutsche Museum, jednego z najwiek-
szych muzedw techniki w Europie.

W jednym z pomieszczen natkneliSmy sie na
komputer, na ktérym byta zainstalowana gra w
patyczki, jak sie pozniej dowiedziatem gra o na-
zwie Nim. W grze mogta uczestniczyc jedna oso-
ba, ktorej przeciwnikiem byta maszyna. Na po-
czatku gry na ekranie pojawiaty sie trzy rzedy
rownolegle ustawionych patyczkéw. Gra polegata
na wykonywaniu ruchéw na przemian przez kom-
puter i gracza. W jednym ruchu nalezato wybrac
jeden z trzech rzeddw i usunac z niego dowolna
liczbe patyczkow. Trzeba byto usunac przynaj-
mniej jeden patyczek, ale wolno byto zabrac na-
wet wszystkie patyczki z tego wybranego rzedu.
Przegrywat ten, kto byt zmuszony zabrac¢ ostatni
patyczek.

Na poczatku gry, gdy pojawiata sie konfigu-
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racja 3 rzedow patyczkéw, komputer uprzejmie
pytat, kto ma zaczynac gre.

Na ekranie mogtaby pojawic sie ponizsza kon-
figuracja patyczkow:
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Mozna sobie wyobrazi¢, ze gra przebiegata-

by wtedy nastepujaco, przyjmujac, ze zaczynat
komputer.
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W ten sposéb komputer wygrywa te gre. Na-
szym celem bedzie opisanie strategii, ktora pro-
wadzi do sukcesu. Zobaczymy, ze w powyzszej
grze komputer stosowat wtasnie te strategie.

Zacznijmy od uproszczonej konfiguracji, gdy
na poczatku gry mamy tylko dwa rzedy patycz-
kow, jednakze wiecej niz po jednym patyczku w
kazdym z nich. Nietrudno odkryé, ze warto wy-
konac pierwszy ruch, gdy ilosci patyczkéw w rze-
dach nie sg réwne. Wtedy nasz ruch powinien
wyréwnac te ilosci. Z kolei po ruchu przeciwnika
liczby patyczkow znowu beda rézne. W zwigzku z
tym ponownie wyrownujemy ilosci patyczkow w
rzedach. Sposdb postepowania zmienimy w sy-
tuacji, gdy po ruchu przeciwnika jeden z rzedow
zawiera mniej niz dwa patyczki. To sie moze zda-
rzyC tylko dla jednego z rzedéw. Tzn. drugi rzad
zawiera wtedy przynajmniej dwa patyczki. Zatéz-
my, ze nasz przeciwnik usunie caty rzad. Wtedy
my usuwamy z drugiego rzedu wszystkie patycz-
ki poza jednym. Jesli przeciwnik zmniejszy jeden
rzad do jednego patyczka, usuwamy caty drugi
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rzad.

W przypadku, gdy poczatkowa konfiguracja skta-
da sie z trzech rzeddw opis strategii staje sie bar-
dziej ztozony. Jednakze opis ten jest na tyle uni-
wersalny, ze obejmuje przypadek dowolnej liczby
rzeddw z patyczkami. Przede wszystkim gre mo-
zemy przeformufowal nastepujaco. Na poczat-
ku mamy 3 liczby naturalne (liczby patyczkéw
w poszczegdlnych rzedach). Ruch gracza polega
na zmniejszeniu jednej dowolnie wybranej licz-
by. Przegrywa ten, kto jest zmuszony wykonac
ostatni ruch.

Dla opisania strategii wygrywajacej postuzymy
sie zapisem binarnym, tzn. zapisem liczb w sys-
temie dwodjkowym. Taki zapis sktada sie z ciggu
jedynek i zer. Na przyktad

10011, =2* +2°+1 = 19.
Z kolei
45=32+8+1=2>+2%4+1=101001,.

W ten sposéb mozemy zakodowac kazda liczbe
naturalng. Liczby naturalne bedziemy dodawac
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w pewien szczegblny sposdb. To dziatanie be-
dzie inne od zwyktego dodawania liczb i bedzie
nazwane sumg Nim.

W celu dodania dwu liczb zapisujemy je w
systemie dwojkowym i dla wygody podpisujemy
jedna nad druga tak, aby ich odpowiednie cyfry
znajdowaty sie w linii pionowej. Na przyktad, aby
dodacé 41 i 27 piszemy

101001
11011

Nastepnie dodajemy odpowiednie cyfry znajduja-
ce sie jedna pod druga, przyjmujac zasade 0+0 =
0,0+1=1+0=1o0raz1+1=01i wynik
zapisujemy pod kreskg.
101001
11011
110010

To oznacza, ze otrzymaliSmy
110010, = 2° + 2* 4+ 2 = 50.

Nietrudno zauwazy¢, ze mozemy wykonaé to
dziatanie jednoczesnie dodajac kilka liczb. Na przy-
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ktad chcemy obliczy¢ sume liczb 10, 13, 22 i 31.
Zapisujemy te liczby w systemie dwdjkowym jed-
na pod druga.
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Wynik dodawania to
1110, = 2° + 2% 4+ 2 = 26.

Widac, ze sumujac cyfry znajdujace sie w jednej
linii pionowej interesuje nas, czy liczba jedynek
jest parzysta czy tez nieparzysta. W zaleznosci
od tego w wyniku wpisujemy cyfre 0 lub 1.
Oznaczmy to dodawanie Nim symbolem &. Z
samego okreslenia wynika, ze wynik nie zalezy
od kolejnosci liczb, ktore dodajemy ani od kolej-
nosci wykonywania dodawania, gdy jednoczesnie
chcemy dodaé wiecej niz dwie liczby. To znaczy,



ze
aPb=>0Da,
(a®b)dc=ad(bdec).

Z naszych obliczen wynika, ze
41 27 =50, 106134 22 ¢ 31 = 26.

W zasadzie, aby wykonaé dziatanie & zamiast
postugiwac sie zapisem binarnym liczby, mozemy
poprzestaé na zapisie jej za pomocy poteg licz-
by 2. W tym celu zauwazmy kilka prostych wia-
snosci. Przy dodawaniu do siebie tych samych
poteg dwojki otrzymamy zero, tzn. 4 & 4 = 0,
16 @ 16 = 0. Ogodlniej, dodanie do siebie réw-
nych liczb daje w wyniku zero. Ponadto dodawa-
nie roznych poteg liczby 2 jest zgodne ze zwy-
ktym dodawaniem, bo jesli zapiszemy te potegi
w systemie dwdjkowym i podpiszemy jedna pod
druga, to dwie jedynki nigdy nie bedg lezec w
jednej linii pionowe;j.

Korzystajac z tych obserwacji dodamy 41 i 27
bez postugiwania sie bezposrednio zapisem bi-
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narnym.

11627=(326801)
B(16B8H261) =326 16 @ 2 = 50.

SkorzystaliSmy tu réwniez z przemiennosci i t3cz-
nosci dziatania .

Przejdziemy teraz do opisu strategii wygrywa-
jacej dla gry Nim. Zatézmy, ze poczatkowym
uktadzie przynajmniej dwa rzedy zawierajg wie-
cej niz po jednym patyczku. Zatéozmy rowniez,
ze suma trzech liczb reprezentujacych ilosci pa-
tyczkow w rzedach jest rézna od zera. Usuwamy
pewng liczbe patyczkéw z ktoregos rzedu tak,
aby suma nowych liczb wynosita zero. Tzn. jesli
po naszym ruchu liczby te wynosza a, b, c, to
aPbdc=0. Zauwazmy, ze po naszym ruchu
znowu przynajmniej dwa rzedy zawierajg wiecej
niz po jednym patyczku. Rzeczywiscie, w prze-
ciwnym wypadku suma nie mogtaby wynosic¢ ze-
ro. Na przyktad, gdy ilosci patyczkdw w rzedach
wynoszg 1, 1, ¢ lub 0, 1, ¢, gdzie ¢ > 2, to
1&1Pc=c#0lub0B 1B c+#0,boc>2.
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Nastepny ruch nalezy do przeciwnika. Pokaze-
my pozniej, ze jego ruchu suma trzech liczb jest
zawsze rozna od zera. W zwigzku z tym mamy
do czynienia z podobnym ukfadem jak na po-
czatku gry, o ile nadal przynajmniej dwa rzedy
zawierajg wiecej niz po jednym patyczku. Nasza
strategie stosujemy az do momentu, gdy tylko
jeden rzad zawiera przynajmniej dwa patyczki.
W takiej sytuacji postepujemy nastepujgco. Je-
§li uktad ma posta¢ (1, 1, ¢), gdzie ¢ > 0, to
po naszym ruchu pozostawiamy uktad (1, 1, 1).
Uktad (0, 1, ¢), gdzie ¢ > 2, zmieniamy na (0, 1, 0).
Wreszcie uktad (0, 0, ¢), w ktérym ¢ > 2, zmie-
niamy na (0, 0, 1). W kazdej z tych sytuacji wy-
grywamy gre.

Aby pokazaé, ze nasza strategia jest poprawna
musimy uzasadni¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, ze
kazdy uktad (a, b, ¢), w ktérym przynajmniej
dwie liczby s3 wieksze niz 2 i suma jest niezerowa,
potrafimy zmieni¢ w uktad o sumie réwnej zero.
Po drugie, ze gdy uktad ma sume réwnga zero, to
po ruchu przeciwnika suma ta nie bedzie rowna
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zero.

Zapiszmy liczby a, b, ¢ w systemie dwojko-
wym i podpiszmy je pod sobg, aby odpowiednie
cyfry byty zapisane w jednej linii pionowej. Przyj-
mujac, ze a, b, c < 2" otrzymamy

ap Apn—-1 ... A2 A1 Qg
bn bn—l ce bQ b1 b()
Ch Ch—1 ... C2 C1 (O

Jesli suma tych liczb jest rézna od zera, to pew-
na kolumna zawiera dwa zera i jedng jedynke
lub trzy jedynki, tzn. nieparzystg ilos¢ jedynek.
Wybierzmy pierwszg taka kolumne od lewej stro-
ny. Przypus¢my, ze numer tej kolumny wynosi k.
Mozemy zatozyé, ze jedynka wystepuje w pierw-
szym wierszu tej kolumny. W zwigzku z tym ma-
my do czynienia z nastepujaca sytuacja.

Gp Gp_1 ... Qpe1 1 ap_q1 ... a2 ap ag
bn bn_l e o . bk‘.'.]_ bk‘ bk_l o« o b2 bl bO
Cnh Ch—1 ... Cka1 Cp Cp—1 ... C2 C1 (

Kazda kolumna na lewo od k-tej kolumny za-
wiera parzysta liczbe jedynek, tzn. zawiera dwie
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jedynki lub nie zawiera zadnej. Zmniejszamy licz-
be a w nastepujacy sposob. Zmieniamy cyfre 1
w k-tej kolumnie na 0, a nastepnie modyfiku-
jemy cyfry ag, a1, ao, ..., ar_q tak, aby kazda
kolumna na prawo od k-tej kolumny zawierata
parzysta liczbe jedynek. W ten sposob otrzyma-
my uktad trzech liczb o sumie réwnej zero. Za-
uwazmy, ze gdy k-ta kolumna zawiera trzy je-
dynki, to mozemy zmniejszy¢ w opisany wyzej
sposob dowolng z trzech liczb. To oznacza, ze
nasz ruch wygrywajacy mozemy wykonaé wtedy
na trzy rézne sposoby.

Jesli suma liczb a, b, c jest rowna zero, to kaz-
da kolumna zawiera parzysta liczbe jedynek. Je-
sli zmienimy jedng z liczb a, b, c, tzn. zmienimy
jedna lub wiecej cyfr na przyktad w a, to w ko-
lumnach, gdzie nastgpita zmiana pojawi sie nie-
parzysta liczba jedynek. Po takiej zmianie suma
nie bedzie réwna zero.

Zilustrujemy dziatanie pierwszego elementu stra-
tegii na przyktadzie ponizej. Zatézmy, ze w pew-
nym momencie gry po ruchu naszego przeciwnika
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napotykamy uktad 25, 49 i 54. Zapisujemy liczby
w systemie binarnym

11001
110001
110110

W drugiej kolumnie od lewej strony widzimy trzy
jedynki. Zmieniamy pierwszg liczbe na

00111,

tzn. odejmujemy 2* odejmujemy 23, dodajemy
22 i dodajemy 2. Reasumujac, zmniejszamy pierw-
sz3 liczbe 0 16 +8 — 4 — 2 = 18. Nowy uktad to
7,491 54,

Zmienmy zasady gry przyjmujac, ze gracz, kto-
ry wezmie ostatni patyczek wygrywa. Podobnie
jak wczesniej nalezy po kazdym swoim ruchu po-
zostawi¢ sume liczb réwna zero. Wtedy po ruchu
przeciwnika suma bedzie zawsze niezerowa. Za-
tem przeciwnik nie moze wygrac. Nie trzeba wiec
modyfikowac strategii w przypadku, gdy tylko je-
den z rzedow zawiera wiecej niz jeden patyczek.

Nietrudno zauwazy¢, ze strategia opisana dla
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gry z trzema rzedami przenosi sie na przypadek
wiekszej liczby rzedéw bez zmian. Rowniez i tu
modyfikujemy te strategie w przypadku, gdy tyl-
ko jeden z rzeddw ma przynajmniej dwa patyczki.
Wtedy zmniejszamy liczbe patyczkéw w tym rze-
dzie do zera lub do jeden tak, aby liczba rzedow
zawierajacych doktadnie jeden patyczek byta nie-
parzysta.

Ta modyfikacja nie jest potrzebna, gdy wygry-
wajacym jest gracz, ktéry wezmie ostatni paty-
czek.
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Roznica symetryczna zbiorow

Dla dwu zbioréw A i B rdznica symetryczna
A /A B sktada sie z tych elementéw, ktoére na-
lezg do doktadnie jednego ze zbioréw A lub B.
Element = nalezy do A A B z jednego z dwu
powodow: x nalezy do A i nie nalezy do B lub
odwrotnie nalezy do B i nie nalezy do A. Gra-
ficzng ilustracja réznicy symetrycznej jest zakre-
skowany zbior na rysunku ponize;.

70
7

Dla uproszczenia bedziemy rozwazac zbiory skon-
czone zawarte w w pewnym zbiorze nieskonczo-
nym Q2 = {ag,a1,... ,a,,...}. Kazdy skonczo-
ny podzbiér A zawiera pewne elementy sposrdd
a,. W zwigzku z tym taki podzbior mozemy za-
kodowac ciggiem zer i jedynek. Na przyktad pod-
zbior A = {ay, az,as} ma kod 100101. Z kolei
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kod 110110 odpowiada zbiorowi B = {a1, as, ay, as}.
Dany element a,, nalezy do podzbioru A jesli na
pozycji n kodu wystepuje cyfra 1. W przeciwnym
wypadku element a,, do podzbioru A nie nalezy.
Dysponujac kodami podzbioréw A i B tatwo jest
wyznaczy¢ kod ich réznicy symetrycznej A A\ B.
Traktujemy kody jako liczby zapisane w systemie
dwodjkowym. Kodem podzbioru A /A B jest suma
Nim kodéw odpowiadajacych podzbiorom A i B.
Dzieki tej interpretacji uzyskujemy pewne wia-
snosci roznicy symetrycznej. Na przykfad doda-
wanie Nim jest taczne i przemienne. Zatem row-
niez réznica symetryczna ma te wtasnosci. Tzn.

AAB =BAA
AN(BAC) = (AAB)AC,.
Ponadto przy wiekszej liczbie podzbioréw fatwo

jest opisac ich réznice symetryczng. Zbidr
AANA N ... ANA,

sktada sie z elementow, ktore naleza do niepa-

rzystej liczby podzbioréw A;, As, ..., A,. Rze-

czywiscie, jesli zapiszemy kody tych podzbioréw
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jeden pod drugim i obliczymy sume Nim, to w
danej kolumnie o numerze k£ suma wyniesie 1,
jesli w tej kolumnie wystepuje nieparzysta licz-
ba jedynek lub suma ta wyniesie 0, jesli w tej
kolumnie wystepuje parzysta liczba jedynek.

Gra Wythoffa

W 1907 Wythoff rozwazat gre w patyczki uto-
zone w dwu rzedach podobna do gry Nim, z do-
datkowym ruchem, ktory polega na mozliwosci
usuniecia tej samej liczb patyczkéw z obu rze-
dow jednoczesnie. Jesli gracz, ktory jest zmuszo-
ny zabrac ostatni patyczek przegrywa, strategia
wygrywajaca jest taka sama jak dla gry Nim.

Jednakze, jesli wygrywajacym jest gracz, ktéry
bierze ostatni patyczek, opis strategii wygrywaja-
cacej jest znacznie trudniejszy. Uktad liczb (¢, d)
nazwiemy wygrywajacym, jesli niezaleznie od po-
suniecia przeciwnika wygrywamy gre, przy odpo-
wiednio dobranej strategii. Wythoff pokazat, ze
uktady wygrywajace to

(1,2), (3,5), (4,7), (6,10), (8,13), ... .
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Uktady wygrywajace maja postaé (c,,d,), gdzie
d, = ¢, + n oraz c, jest najmniejsza liczba na-
turalng, ktoéra nie wystapita wczesniej jako ¢ lub
dj. dla k < n. Strategia wygrywajaca polega na
pozostawieniu po swoim posunieciu uktadu po-
staci (¢, d,,) dla jakiej$ wartosci n.

Aby udowodni¢, ze strategia ta jest poprawna
wyprowadzimy kilka pomocnych wtasnosci liczb
c, 1 d,.

1. Liczby ¢,, i ¢, réznig sie o 1 lub o 2.
Przyjmijmy, ze c¢,.1 > ¢, + 3. To oznacza,
ze liczby ¢, + 1 oraz ¢, + 2 wystapity wcze-
Sniej jako dj i d;, dla k < [. Stad

c,+1=c.+k, c,+2=c¢+1.
Odejmujac te réwnosci stronami otrzymuje-

my sprzecznosc

O<c¢g—c=k+1—-1<0.

2. Zbiory ztozone z liczb ¢, i d,, sa roztaczne.
Rzeczywiscie, zatozmy, ze ¢ = d; = ¢; + 1.
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Wtedy [ < k. Ale z definicji liczba c;. jest roz-
na od d;.

3. Kazda liczba naturalna ma postac ¢, lub d,,.
To wynika wprost z definicji liczb ¢,,.

Oznaczmy rodzine uktadéw (c¢;,, d,,) symbolem
W. Pokazemy teraz, ze przy konfiguracji (¢, d,),
po kazdym posunieciu nowa konfiguracja nie na-
lezy do W. Jesli posuniecie polega na zmniej-
szeniu tylko jednej z liczb o na przyktad a, to
otrzymane uktady (¢, — a,d,) i (¢c,, d, — a) nie
nalezg do W, dzieki wtasnosciom 2. i 3. Z kolei,
gdy zmniejszymy obie liczby o a, to ich roznica
pozostanie réwna n. Ale uktad (¢, d,,) jest jedy-
ng konfiguracja w W, w ktérym roznica wynosi
wtasnie n.

Udowodnimy teraz, ze kazdy ukfad (z,y) nie
nalezacy do TV, mozna jednym posunieciem zmie-
ni¢ w ukfad nalezacy do W lub wygrac gre jed-
nym posunieciem. Z wifasnosci 2. i 3. nasz uktad
moze mieC jedng z podanych nizej postaci.

(a) (Ck,dl>, k < I.
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(b) (cr,di), k>1

(c) (di,dp), K<L

(d) (cr, 1), k<, ¢ > dy.
(e) (ck,cr)

() (e, 1), k<, ¢ <dp.

W pieciu pierwszych przypadkach zmieniamy uktad
nastepujaco.

W przypadku (f) przyjmujemy i = ¢; — ¢j.. Wte-
dy 1 < dp — ¢ = k. Zmieniamy zatem ukfad na
(¢i,d;) poprzez usuniecie ¢ — ¢; patyczkdéw z
kazdego rzedu.
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Wythoff zauwazyt, ze liczby ¢, i d,, wyrazaja
sie wzorami

1++/5
5
i symbol | x| oznacza cze$¢ catkowita liczby x.
Aby uzasadni¢ te wzory wykazemy najpierw,
ze |nt| # |mt?] dla dowolnych liczb natural-
nych n i m. Poniewaz liczba ¢ jest niewymierna
zatem nt # mt?. Zatézmy, ze nt < mt>. Wte-
dy n < mt oraz nt~' < m. Zatem n < |mt] i
|nt~!] < m. Dodajmy do pierwszej nieréwnoéci
m a do drugiej n. Wtedy korzystajac z tego, ze
1+t=1t>oraz 1 +t ! =t otrzymamy

cn = |nt], d,=|nt, gdzie t =

n+m < m+ |mt] = [m(l+1)] = |mt*],
n+m > n+[nt | = [nl+t)] = nt).

/atem
[nt] <n+m < [mt?].

Podobnie dowodzimy, ze jeéli mt? < nt, to

|mt*| <n+m < |nt].
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Pokazemy teraz, ze kazda liczba naturalna ma
postaé e, = |nt] lub f,, = |nt*] dla pewnej war-
tosci n. Ciagi e, oraz f, s3 rosnace, bo t > 1.
Ponadto f,, = e, + n. Rozwazmy zbiér liczb na-
turalnych nie wiekszych niz | mt*|. Obliczymy ile
liczb postaci e, i f,, znajduje sie w tym zbiorze.
Mamy tam m liczb postaci f,,. Aby stwierdzic ile
jest liczb postaci e,, trzeba rozwigzac nieréwnosé

Int] < |mt?].
Poniewaz liczby te nie mogg by¢ réwne nierdw-
nosC ta jest rownowazna warunkowi
nt < mt?, czyli n < |mt|.
W zwigzku z tym w naszym zbiorze mamy
m + |mt| = |mt?]

liczb postaci e, lub f,,. Poniewaz liczby te s3
rozne oraz wszystkich liczb w naszym zbiorze jest
|mt*], to znaczy, ze kazda liczba naturalna w
tym zbiorze ma postac e, lub f,.

/ wtasnosci, ktore zostaty wykazane powyzej
wynika, ze e, = ¢, oraz f, = d,.
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