Symbol B(0, r) oznacza kule o promieniu r wg metryki okreslonej w zadaniu 3 z listy
11. Czy mozna znalez¢ element x(, dla ktérego nie istnieje liczba r > 0 spelniajaca

B(0,r) C {z* : |2"(z0)| < 1}

Réwnowaznie, czy mozna znalez¢ element g, dla ktérego nie istnieje liczba R > 0
o wlasnosci

B(0,1) C {z" : |2"(x0)| < R} =: Vg

Niech {z,}5°, bedzie gestym ciagiem w kuli jednostkowej. Symbol X,, oznacza
podprzestrzen rozpieta przez elementy xq, Ta, . . . , T,. Zatézmy, ze xy ¢ X, dla kazde-
go n oraz ||xg|| = 1. Na podstawie Wniosku 5.12 i Uwagi 5.14 z notatek do wyktadu
Analiza Funkcjonalna 1, istnieje funkcjonat x taki, ze

o (o) = d(zo, Xn), [l =1, a7 [x,=0

Mamy

S M@l < Y 2t o2
k=n+1 k=n+1
Zatem y: = 2"z} € B(0,1). Ponadto y}(z9) = 2"d(zo, X,). Wystarczy zatem
znalezé¢ element xy taki, ze ciag liczb 2"d(zo, X,) jest nieograniczony, bo wtedy
y: ¢ Vi dla pewnej dostatecznie duzej liczby n.

Mozna znalez¢ nieskonczony ciag ny taki, ze X, € X, +1. Bez straty ogélnosci
mozemy przyjac, ze ny > 2k. Z twierdzenia Riesza istnieje element y;, € X, 4+ taki,
ze ||yk|| = 1 oraz d(yx, X, ) = 1. Niech Y} := X,,,. Zatem d(yx, Yi) = 1. Z warunku
Ng1 = Nk + 1 wynika, ze yx € Yiq1 \ Y. Rozwazmy element

(o] o0
:E[):Zakyk, ag > 0, Zak<oo

k=1

Z nieréwnoéci trojkata otrzymujemy

d(zo, Y, (Z agy, ) d(anynYn) — d ( i akyk,Yn>

k=n-+1
oo
= and(men) - Z akHyk ‘ = Qp — Z Qg
k=n+1 k=n+1

Niech a;, = 2/3%. Wtedy
d(l'o, Yn) > 37"

Zatem

2" d(xg, X, ) = 2" d (20, Yy) > 237F > 4%37F — 00

k



Otoczenie
Vi={a" : |2"(xp)| <1, 1<k < K}

nie jest zawarte w kuli o sSrodku w 0, wzgledem metryce podanej w zadaniu. Rzeczy-
wiscie, istnieje niezerowy funkcjonal zf taki, ze zf(x;) = 0 dla 1 < k < K. Wtedy
ray € V dla kazdej liczby r > 0. Z kolei

d(rzg,0) = rd(xg,0) — oo

Mamy
[e's) N )
D27 (@) =yt (@) < Qo270 (wa) =y (@a) [+ D0 270" (@) =y ()]
n=0 n=0 n=N-+1

N
< Z 27" () — ()| + 27

n=0
Ustalmy e > 0 istnieje N takie, ze 27NT! < /2. Zalézmy, ze
| (x0) — y*(wn)| < /(2N2V), n <N

Wtedy d(z*,y*) < e. Tzn. pewne otoczenie y* w x-stabej topologii jest zawarte w
kuli B(y*,¢).



Rozwazmy otoczenie
Vi={a" : |a"(vp) —y" ()| <e, k=1,2,..., K}
Zalézmy, ze d(x*,y*) < 0.
2% () — 3 (0] < 2740
Dla 6 > 0 istnieja Ty, ..., Ty, takie, ze ||vy — x| < 0. Z okreSlenia metryki

otrzymujemy
2" (n,) = Y7 (@n, )| < 27%6

Wtedy

27 () — " ()] < 2ok — |+ | (@0,) — 47 ()] < 26+ 276 < 2+ max 25

To oznacza, ze otoczenie V zawiera kule o promieniu ¢ dla

(2+ max 2"")6 <e
1<h<K



