2. Funkcje analityczne

1. Dla f(z) = 3zy + i(x — y?) obliczy¢ granice 113{1_12.]”(,2).
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. Pokazaé, ze jesli funkcja f ma pochodna w punkcie z, to f jest cigglta w punkcie z.
. Wykaza¢, ze

: : d n 1 A% f'(2)9(2) = f(2)g' ()
(cf)(z) =cf'(2), ceC £(z ) =nz (g) (z) =

Wykazaé, ze dla funkeji f(z) = Re z pochodna f'(z) nie istnieje w zadnym punkcie.

. Wykonaé to samo polecenie dla funkcji f(z) = Im z oraz g(z) = z.
. Czy funkcja

@?

0 z2=0
ma pochodng dla z =07
W ktérych punktach funkcja f(z) = 2% + (1 — y)? jest rézniczkowalna ?
Czy funkcja z zadania 6 spetnia warunki Cauchy-Riemanna w punkcie z =0 ?
Sprawdzi¢, w ktorych punktach funkcja f(z) = 2y — iz jest rozniczkowalna.
Zbadaé¢, w ktorych punktach podane funkcje sa holomorficzne.

1
f(z)=xy+iy f(z) =€"cosy+ie®siny f(z) =sinzcoshy+icoszsinhy f(z) = 1
z

Funkcja f jest okreslona w otwartym i spéjnym podzbiorze ptaszczyzny D C C oraz f'(z) = 0 dla
z € D. Pokazaé, ze funkcja f(z) jest stala.
Zmalez¢ wszystkie punkty, w ktérych funkcja

T Y
f(Z)—I2+y2 Zx2—0—y2

jest rézniczkowalna.

Funkcja f(z) jest holomorficzna w zbiorze otwartym D oraz funkcja Re f(z) jest stata na D. Czy funkcja
f(z) musi by¢ stata na D 7

Funkcja f(z) jest holomorficzna w zbiorze otwartym D oraz funkcja |f(z)]| jest stata na D. Czy funkcja
f(2) musi by¢ stata na D ?

Pokazaé, ze jesli w spéjnym i otwartym zbiorze D funkcje f(z) oraz f(z) sa holomorficzne, to f(2) jest
stata.

Rozwazmy funkcje f(z) = /2 okreslona dla 0 < argz < 7, |z| > 0 wzorem

Vz = /r[cos(0/2) + isin(6/2)].
Zmalez¢ funkcje u = Re f oraz v = Im f oraz sprawdzi¢, ze spetnione sa warunki Cauchy-Riemanna.

Jesli f = u+ v oraz z = r(cosf + isinf), to u i v mozna traktowaé jako funkcje zmiennych r i 6.
Pokazac, ze spetnione sa warunki Cauchy-Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy u i v spetniaja

du 10v ov  10u
or  rol or 1ol
Pokazac, ze podane funkcje sg harmoniczne oraz znalezé sprzezone funkcja harmoniczne.
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x? + y?
Pokazac na przyktadzie, ze dla funkcji holomorficznych nie jest spetnione twierdzenie o wartosci sredniej
(twierdzenie Lagrange’a).
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u:ﬁln(m2+y2) u =2z — > + 3uy? u = cos x coshy U =



