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3. Funkcje analityczne

. Pokaza¢, ze expmi = —1 oraz, ze exp(2n + 1)mi = —1, dla dowolnej liczby caltkowitej n.
. Pokazac, ze

1 Ly
exp + m :ﬁ(l—i-i)

4 V2

Znalez¢ liczbe zespolona exp(—2 + im/2).

Pokazaé, ze jesli z = rexpif, to z = rexp(—i6).

Pokazac, ze dla dowolnej liczby z mamy e* # 0.

Rozwiaza¢ rownania poprzez wskazanie czedci rzeczywistej i urojonej.

expz = —2 expz = 1+iV3
Wyprowadzi¢ wzory
6Z1 .
72 — €z1—zz <€z)k — ekz7 k c 7. €z+2km — 62, k c 7
e

. Pokazac, ze eXpz = exp Z.

. Rozwiagzac¢ rownanie exp 1z = expiz.
10.
11.
12.
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Obliczy¢ | exp(i — 2z)| oraz | exp(z?)|.
Pokazaé, ze jesli |exp(—2z)| < 1, to Rez > 0.
Pokaza¢, ze funkcja exp(z?) jest holomorficzna. Obliczy¢ jej pochodna.

Obliczy¢ Im exp(1/z). Dlaczego otrzymana funkcja jest harmoniczna poza poczatkiem uktadu wspot-

rzednych 7
Czy funkcja expZ jest holomorficzna ?
Pokazac, ze

sinz = sin(z +iy) = sinx coshy + i cos zsinhy

sin(iy) = isinhy, cos(iy) = coshy

Obliczy¢ Re (tg 2).
Udowodni¢, ze funkcje sin z sinh y oraz cos 2x sinh 2y sg harmoniczne.
Pokaza¢, ze jedynymi rozwigzaniami rownania sin z = 0 sg liczby z = nm dla n € Z.
Zmalez¢ rozwigzania rownania sin z = cosh 4.
Czy funkcje sin zZ oraz cosz sa holomorficzne ?
Obliczy¢ (d/dz)(sinh z).
Wyprowadzi¢ wzor
cosh(z; + z2) = cosh z; cosh z; + sinh z; sinh z,.

Zmalez¢ wszystkie miejsca zerowe funkcji cosh z.

Rozwiaza¢ rownanie sinh z = i.

Pokazaé, ze log(—1) = +(2n + 1)mi, dlan =0,1,2,....
Pokaza¢, ze wartodcig gléwna liczby log(1 —4) jest §In2 — ir /4.
Znalezé logliz).

Rozwiaza¢ réwnanie log z = im/2.

Udowodnié, ze log(z1/2) = log 21 — log 2, oraz klog z = log z*, gdzie k jest liczba wymierna.

Obliczy¢ i oraz (1 +1)".

Pokazaé, ze In(x? 4 y?) jest funkcja harmoniczna. Jaka funkcja harmoniczna jest sprzezona do niej ?

Niech z = re®, gdzie r > 0. Pokaza¢, ze Re[log(1 — z)] = 3 In(1 + 7% — 2r cosf).



