4. Funkcje analityczne

Przy odwzorowaniach C w C przyjmujemy oznaczenia z = x + yi w dziedzinie odwzorowania
oraz w = f(z) = u+ vi w obrazie.
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Pokazac, ze przy odwzorowaniu w = iz + i pétptaszczyzna x > 0 przechodzi na poétptaszezyzne v > 1.
Znalez¢ obraz potptaszezyzny y > 0 przy odwzorowaniu w = (1 4 7)z.

Zmalez¢ obraz pasa x > 0, 0 < y < 2 przy odwzorowaniu w = iz + 1.

Opisa¢ obraz wycinka kota 0 < 6 < w/4 r < 1 przy odwzorowaniach (a) w = 2?; (b) w = 23; (¢) w = 2%.
Obrazem jakiego zbioru w ptaszczyznie z jest kwadrat ograniczony liniami u =1, u =2, v=1, v =2
przy odwzorowaniu w = 22 ?

Pokazaé, ze funkcja w = z? odwzorowuje proste y = ¢ w parabole o ogniskach w punkcie w = 0.

. Zmalez¢ obraz pasa 0 < y < 1/(2¢) przy odwzorowaniu w = 1/z.
. Pokazaé, ze obrazem poiplaszezyzny y > ¢ przy odwzorowaniu w = 1/z jest wnetrze kota, o ile ¢ > 0.

Jaki jest obraz, gdy c=01lubc<0?

. Znalez¢ obraz hiperboli 22 — y? = 1 przy odwzorowaniu w = 1/z.
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Niech fi(z) = i Gl oraz fo(z) = 022+ 0 beda dwoma homografiami takimi, ze a;d; — byc; # 0
c1z + d1 CoZ + d2
b
oraz asds —byce # 0. Pokazaé, ze f(z) = fa(f1(2)) tez jest homografia postaci f(z) = azid’ przy czym
cz
wspotezynniki mozna obliczy¢ wzorem
a b\ _ [(ax b\ [a1 b
c d)  \ea do) \ev dy
b dz—1b
Korzystajac z poprzedniego zadania pokazaé, ze homografie f(z) = @z oraz g(z) = =0 sa
cz+d —cz+a
odwrotne do siebie, tzn. g(f(z)) = z.
Zmnalez¢ homografie odwzorowujaca punkty z; = 2, 2o = i, oraz z3 = —2 na punkty w; = 1, wy = 1,

oraz w3 = —1.
Zmnalez¢ homografie odwzorowujaca punkty z; = 0o, 2o =i, oraz z3 = 0 na punkty w; = 0, wy = i, oraz
w3 = OQ.

Zmalez¢ punkty state homografii
z—1—1

z4+2

Pokazaé, ze przy odwzorowaniu w = 1/z srodek okregu nie przechodzi na srodek obrazu okregu.
Uzywajac wspolrzednych biegunowych pokazaé, ze odwzorowanie

w=z+1/z

przeksztatca zarowno gérny jak i dolny pétokrag » = 1 na przedziat —2 < u < 2, v =0.

Pokaza¢, ze ze odwzorowanie
w=z+1/z

przeksztalca okrag r = ¢ w elipse

1 1
u=(c+)cos€, v:(c—)sinﬁ.
c c



