8. Funkcje analityczne

Biegunem rzedu m nazywamy osobliwy punkt izolowany zy, w poblizu ktérego funkcja f(z) ma postaé
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. Zmalez¢ reziduum w z = 0 funkcji

e
. Opisa¢ charakter punktéw osobliwych funkeji

. Obliczy¢ catke

. Obliczy¢ catke /

f(z):bim—l— —I—Zanz—zo ;b #0.

(z — zo)™ z—zo =

. Pokazaé, ze izolowane punkty osobliwe podanych funkcji sg biegunami. Obliczy¢ rzedy biegunoéw rezidua

funkc;ji.
z+1 2241 1
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1 . 62Z = 622
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1+ e*

sinz 4+ zcos 2z

Znalezé reziduum w z = 0 funkcji sin™2 2. Wskazéwka: Funkcja jest parzysta.
xp(1/2)

2(1+ 2)%

. Obliczy¢ catke / tg zdz, gdzie C jest okregiem |z| = 2 w kierunku dodatnim.
c

= gdzie C' jest okregiem |z| = 4 w kierunku dodatnim.

C sin
32° +2 . . . :
. Obliczy¢ catke / (2 +9) dz, gdzie C' jest okregiem (a) |2 — 2| = 2;(b)|z] = 4 zorientowanym
z
dodatnio.
cosh T2

dz, gdzie C jest okregiem |z| = 2 zorientowanym dodatnio.

+1)

. Obliczy¢ catke / 72, gdzie C jest okregiem (a) |z| = 2; (b)|z + 2| = 3 zorientowanym dodatnio.
c23(z+4)
C jest okregiem wokoét zera zorientowanym dodatnio. Obliczyé¢ catki
—F d d
/ 4z / _Z / Z /zel/zdz
c 22 c zsinz c 2%sin z c
Korzystajac z reziduow obliczy¢ catki
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Obliczy¢ calki z funkcji trygonometrycznych za pomoca rezidudw.

/2” do 2m cos? 30 dO /2” do (@® < 1)
0 0

5+ 3cosf o b —4cos26 1+ acosf

m cos 20 do 9 m do 2 sin nd do
1 / —_— 1 / 2<1).
/0 1 —2acosf + a? (@ <1) 0 (a+ cosf)? (a>1) o 142acosf+a? (" <1)

Korzystajac z / e dy = V7 /2, scatkowaé funkcje exp(—2z2) po brzegu prostokata —a < x < a, 0 <
0

y < b, i przejs¢ do granicy a — oo aby otrzymaé wzor
00 T
/ e cos(2bx) dx = £e’bQ.
0

0o pkx d
Pokazaé, ze dla 0 < k < 1 zachodzi wzér / S — poprzez catkowanie funkcji ek /(1 + %)
—co 1 +e*  sinmk

wzdtuz brzegu prostokata y = 0, z = *a, i y = 27 i przejsécie do granicy a — oo.

Korzystajac z / e dr = /7/2, scatkowaé funkcje exp(—z2) wzdhuz brzegu wycinka kolowego
0

0<0<7/4,0<7 < Riprzej$¢ do granicy R — oo, aby otrzymaé wzory

V271

/oo cos(z?) dr = /Oo sin(z?) dr = ~——.
0 0 4

Wskazoéwka: Aby udowodnié, ze catka wzdhuz fragmentu okregu dazy do zera pokazaé, ze jej wartosé
bezwgledna da sie¢ oszacowac z gory przez

w/4 9 R /2 5 .
I = R/ exp(—R* cos 20) df = 5/ exp(—R*sinf) db.
0 0

Nastepnie skorzysta¢ z nieréwnosci sin 6 > 260/.

. % gin T
Pokazac, ze /
0o

dor = g poprzez scatkowanie funkcji z~1e*

wzdhuz krzywej ztozonej z dwu prze-

dziatéw [—R,—r] oraz [r, R] na osi x oraz gérnego pdtokregu o promieniu r i gbérnego pétokregu o
promieniu R. Przy dowodzeniu, ze calka po pétokregu o promieniu R dazy do zera, gdy R — oo,
zastosowaé sposob z zadania 15.



