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1 Nieujemna linearyzacja wielomianéw ortogo-
nalnych

Nastepujaca tozsamos¢ jest dobrze znana
1 1
cosnf cosmb = 5 cos(n +m)b + 3 cos(n —m)#.
Wiadomo, ze cosné jest wielomianem stopnia n od cos@ tzn.
cosnb = T),(cosb).

T, nazywamy n-tym wielomianem Czebyszewa. Otrzymujemy zatem

1 1
T, = iTn—i-m + QTn—m n>=m>0.
W szczegdlnosei oznacza to, ze iloczyn dwu wielomianéw Czebyszewa jest kom-
binacja liniowa wielomianéw Czebyszewa z nieujemnymi wspotczynnikami. Za-
uwazmy, ze wielomiany Czebyszewa stanowia uklad ortogonalny, poniewaz jak
tatwo wyprowadzié¢, zachodzi

/IT(I)T @) —0 dla ntm
. n m 1—1,‘2 .

Podobne zagadnienie mozna badaé¢ dla innych klas wielomianéw, szczegélnie
wielomianéw ortogonalnych.

Niech p bedzie miara na prostej majaca wszystkie momenty skonczone. Sto-
sujac proces ortogonalizacji Grama-Schmida do ciagu jednomianéw 1, z,x2, ...
wzgledem iloczynu skalarnego (f,g) = [ fgdu otrzymujemy uklad wielomianéw
Po, P1, P2, - - - 0 nastepujacych wtasnosciach.

(i) pn(x) =kpz™+ ..., ky >0,

*Odczyt przedstawiony na XIII Jubileuszowym Zjezdzie Matematykéw Polskich w Jachran-
ce, 1994.



(i) pn L {l,z,..., 2" 1},
(iii) span{po,p1,-..,pn} =span{l,z,...,a"}.

Mnozac dwa wielomiany p,, i p,, otrzymujemy wielomian stopnia n + m, ktory
z wlasnosci (iii) jest kombinacja liniowa pierwszych n 4+ m wielomianéw ukladu
{Pn}5>y- Z ortogonalnosci mozna wykazaé, ze wielomiany o indeksach mniej-
szych od |n — m| nie wystepuja w tej kombinacji tzn.

n+m

pu@)pm(@) = Y e(n,m,k)pi(). (1)

k=|n—m/|
Liczby ¢(n, m, k) sa nazywane sa wsp6lczynnikami linearyzacyjnymi. Interesuje
nas problem przy jakich warunkach zachodzi

Vn,m,k c(n,m, k) > 0.

Méwimy wtedy o nieujemnej linearyzacji. Oto lista zagadnien, w ktérych ta
wlasnos¢ ma zastosowanie.

1. Analiza harmoniczna rozwinie¢ wzgledem uktadu {p,}22 .
2. Oszacowania wzrostu wielomianéw p,,.

3. Dodatnia okreslonosé wielominéw p,.

4. Twierdzenia graniczne zwigzane z ukladem {p,}2° .

Na zakonczenie odniesiemy sie do punktu 1 i 2. Obecnie przejdziemy do wielo-
miandéw Jacobi’ego, dla ktérych zagadnienie nieujemnej linearyzacji byto inten-
sywnie badane.

Dla «, 8 > —1 wielomiany pgf’ﬁ ) ortogonalne wzgledem miary

Ao () = (1 —2)*(1 4+ 2)7, -l<z<1,
nazywamy wielomianami Jacobi’ego. Wsréd nich, przy odpowiednich warto-
$ciach parametréw mozna odnalezé
wielomiany Czebyszewa
wielomiany Legendre’a
wielomiany Czebyszewa II rodzaju
wielomiany ultrasferyczne

Podajemy ponizej w skrocie historie linearyzacji dla wielomianéw Jacobi’ego
wedlug kolejnosci: rok, autor i zakres parametréw, dla ktérych udowodniono
nieujemno$c.
(1919) J. Dougall a=032>—
(1962) E. Hylleraas a=§> —3
(1971) G. Gasper azfia+
(1971) 2

[\



Dougall znalazl jawny wzor dla wspélezynnikéw c¢(n, m, k) w przypadku a = S,
ktory pozwala tatwo rozstrzygnaé nieujemnos$é. Z kolei Hylleraas znalazl wzoér
rekurencyjny dla ¢(n,m, k) i zdolal go rozwigza¢ w dwu podanych wyzej przy-
padkach. Ten wzér rekurencyjny zostal wykorzystany przez Gaspera w dwu
pracach z 1971. Warunki Gaspera podane w trzeciej i czwartej linii nieznacznie
réznia sie od siebie, przy czym ostatni warunek jest juz konieczny i wystar-
czajacy dla nieujemnej linearyzacji. Na rysunku pokazujemy orientacyjnie od-
powiadajace tym warunkom obszary. Obszar w linii 4 jest wiekszy od obszaru
w linii 3 zaledwie o trdjkat krzywoliniowy polozony po lewej stronie odcinka
taczacego punkty (f%, f%) i (0,—1). Dla dociekliwych podajemy, ze warunek
¢(2,2,2) > 0 przy pomocy s = a + 3 + 1 przedstawia si¢ nastgpujaco.

s(s +3)%(s +5) > (a — B)*(s® — Ts — 24).
B4
a=p

f=-1

Pierwszy wynik dotyczacy nieujemnej linearyzacji ogbélnych wielomiandw or-
togonalnych nalezy do Richarda Askey’a. Niech {p, }22, bedzie uktadem wielo-
mianéw ortogonalnych wzgledem miary p. Poniewaz xp,(z) jest wielomianem
stopnia n 4 1 ortogonalnym do kazdego z jednomianéw 1, z,..., "2 to

dla pewnych wspdétezynnikéw av,, By, 1 v Wz0Or ten nosi nazwe formuty tréjcztono-
wej. W 1970 Askey [1] udowodnit

Twierdzenie 1 (Askey) Jesli 8, i ant17yn $¢ ciggami niemalejgcymi to wie-

lomiany p, majg nieujemng linearyzacje.

Zastosujmy ten wynik do wielomianéw ultrasferycznych p'®®. Jedli unormuje-
(ev,cx)

my je tak, aby p, /(1) = 1, to spelniaja one

J?p(a’a) (z) = n+2a+1 p(a,oc) + n p(aaa)
on+2a+ 17"t o421



Stwierdzamy, ze

1 1—4a?
44n+a+1)2-1

1
ﬁn =0 oraz Up4+1Yn = 1 +

Zatem ciag 17, jest niemalejacy wtedy i tylko wtedy, gdy o > % To
oznacza, ze kryterium Askey’a nie obejmuje wielomianéw ultrasferycznych dla
—% < a < %, a w szczegllnosci wielomianéw Legendre’a. Askey postawit
w swojej pracy problem znalezienia ogdlnego kryterium, ktére pociagaloby nie-
ujemna linearyzacje dla a > 8, a+3+1 > 0, lub przynajmniej dla wielomiandw
Legendre’a, tzn. o = 3 = 0.

Nastepne dwa twierdzenia pochodzace z pracy [5] stanowia rozwigzanie pro-
blemu Askey’a.

Twierdzenie 2 Jesli ciqgi oy, Bn @ ayn + Yo S¢ niemlajgce oraz ay, < Yn, to
wielomiany p, majg nieujemng linearyzacje.

Twierdzenie 3 Niech 3, = 0 dla n € IN (to oznacza, Ze miara p jest sy-
metryczna wzgledem 0). Jesli ciqgi qan, Qoni1, Qon + Yon & Qont1 + Yont1 SQ
niemalajgce oraz o, < Yp, to wielomiany p, majg nieujemng linearyzacje.

Zastosujmy Twierdzenie 2 do wielomianéw ultrasferycznych, ktoérych formuta
tréjcztonowa byta podana wczesniej. Wtedy 3, =01 a,, + v, = 1. Ponadto

1

1
—= < > ——.
73 R

B n
o m+2a+1

On

W klasie wielomianéw ultrasferycznych jest to warunek konieczny i wystar-
czajacy.

Z kolei Twierdzenie 3 pociagga (choé¢ nie bezposrednio) nieujemna lineary-
zacje wielomianéw Jacobi’ego dla o > 3, a+ 8+ 1 > 0. Po szczegoly odsylamy
do [5]. Mimo usilowan nie udalo sie znalezé kryterium, ktére objeloby réwniez
krzywoliniowy tréjkat, o ktorym wspominaliSmy wczesniej w zwiazku z wynika-
mi Gaspera.

2 Dyskretne zagadnienie brzegowe

W dowodach Twierdzen 2 i 3 uzywa si¢ operatoréw réznicowych zwigzanych
z formuly tréjcztonowa (2). Niech L oznacza operator dzialajacy na ciggach
a = {an}n>0 wedlug wzoru

(La')n = Ynln+1 + Bnan + cnpn—1, n>0.

Warto zauwazy¢, ze jesli przyjmiemy oznaczenie p(z) = {p,(z) }n>0, to formula
tréjczltonowa przybierze postaé

ap(x) = Lp(x). (3)



Niech L; i Ly oznaczaja operatory dzialajace na macierzach u = {u(n,m)}n.m>o0
jak operator L, ale ze wzgledu na pierwsza lub druga zmienna traktujac pozo-
stala zmienna jako parametr.

Rozwazmy zagadnienie brzegowe

{ et Vn (4)

Twierdzenie 4 Przy zaloZeniach Twierdzen 2 lub 3 rozwigzanie zagadnienia
(8) jest nieujemne, tzn. u(n,m) > 0, Vn,m.

Dowéd Twierdzenia 4 mozna znalezé w pracy [5]. Pokazemy teraz jak z
Twierdzenia 4 wyprowadza sie Twierdzenia 2 i 3.

Ustalmy k. Niech u(n,m) = c¢(n,m, k). Mnozac obie strony (1) przez py(x)
i catkujac wzgledem g uzyskamy

utn.m) = [ T (@)D (@)pi(@)da(a),

— 00

gdzie w; ' = [p?(z)du(z). Wtedy korzystajac z definicji Ly, Ly i z (4) otrzymu-

jemy

(L) = [ o) apm@pe@)dnte) = [~ apa@pm(@pae)dn(o)
(Ea)nm) = [ () D) mpe()n() = e [ @) 0)u).

Zatem
(L1 — Lg)’u, = 0

Ponadto z ortogonalnosci mamy
u(n,0) = wk/ pr(@)pr(x)du(z) = 6 > 0.

Z Twierdzenia 3 otrzymujemy wtedy, ze u(n,m) > 0, dla kazdych n,m € IN, co
konczy dowdd.

3 Analiza harmoniczna rozwinie¢ wzgledem
uktadu {p,}.>0

W tej czesci przyjmujemy, ze wielomiany p,, ortogonalne wzgledem miary pu,
maja nieujemna linearyzacje. Zakladamy réwniez, ze nosnik miary supp p jest
ograniczony z géry. Przez analogie z wielomianami Jacobi’ego niech kresem gér-
nym liczb lezacych w no$niku miary bedzie liczba 1. Wtedy p,(1) > 0. To



pozwala unormowaé¢ wielomiany p, w punkcie 1 bez zmiany ich znaku, tzn.
niech

pn(1)
Ze wzoru (1) dostajemy
n+m
k=|n—m|
gdzie
pr(1)
d(n,m,k) = ——————c(n,m, k).
( ) Pn(1)pm(1) ( )
Wsp6ltezynniki d(n, m, k) sa nieujemne. Podstawiajac © = 1 w (5) otrzymamy
n+m
Z d(n,m,k) = 1.
k=|n—m/|

Niech ¢! (w,,) oznacza przestrzen ciagéw a = {a(n)},>0, dla ktérych

oo
lall = " la(n)|wn < +oo.
n=0

Dla dwu ciagéw a i b definiujemy ich splot wzorem

o0

axb(k) = Z a(n)b(m)d(n, m, k)wnwn,.

n,m=0

Dla ciagu a okre$lamy jego transformate @ poprzez

a(z) = Z a(n) Ry, (z)wy,.

n=0

Wtedy (£*(wy,), *) staje si¢ algebra Banacha. Przestrzen idealéw maksymalnych
M tej algebry mozna utozsamié z

M={z€C: |R,(2)] <1Vn}.

Mozna pokazaé (patrz [6]), ze nosnik miary supp p jest zawsze zawarty w M,
tzn.

lpn(z)| <pn(1) dla z € supp p.

Innymi stowy na zbiorze supp p kres gérny wielomianéw p,, przyjmowany jest
w prawym koficu no$nika miary. Zbiér M jest raczej trudno wyznaczy¢ chyba,
ze w jakis sposéb udaloby sie pokazaé, ze supp p = M. Tak jest w przypadku
wielomianéw Jacobi’ego , gdzie suppp = M = [—1,1]. Wtedy na podstawie
ogdblnej teorii algebr Banacha mozna wyprowadzié¢ nastepujaca wersje twierdze-
nia Wienera.



Twierdzenie 5 Jesli funkcja

i R@A) (1), gdzie Z|a )| < o0,

n=0
nie znika w przedziale [—1,1], to
1 o0 o0
T Z n) R (z), przy czym Z |b(n)| < oco.
n=0 n=0

W naturalny sposéb nasuwa sie pytanie, czy réwnosé supp p = M jest zawsze
spelniona. Pewne wyniki sugerujace pozytywna odpowiedZ znajduja sie w [7].
W pelnej ogdlnosci problem jest nadal otwarty.
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