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Abstract. This paper extends the work by Rao [6] concerning
factor analysis criteria equivalent to the principal component analysis
of a finite set of random variables. We search for global (ie.
non-iterative) criteria for the factor analysis of a probability defined on
a separable Hilbert space or of a real random function other than
a finite or countable set of real random variables. We compare this
analysis with principal component analysis defined in a general proba-
bilistic setting by Dauxois and Pousse [2].

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Les analyses factorielles sont inspirées, de maniére plus ou moins directe,
de techniques relativement anciennes €laborées dans un cadre probabiliste en
dimension finie en vue d’application 4 des problémes de statistique inférentielle
(cf. [3]), puis adaptées plus récemment & des problémes de statistique multi-
variée. Ces analyses ont été, a I'origine, définies comme des méthodes itératives
(ou “pas a pas™), et alors soumises & des conditions relativement exigeantes
d’existence. Mais un cadre probabiliste plus général et une approche globale
s'imposent si 'on veut mieux comprendre les propriétés asymptotiques de ces
analyses et leur stabilité par échantillonnage ou discrétisation (cf. [2]).

Cet article est une suite de [5]. Nous cherchons a obtenir, & partir des
caractéres extrémaux des valeurs singuliéres d’un opérateur compact, des critéres
globaux (i.e. non-itératifs) d’analyses factorielles linéaires d’une probabilite
définie sur un espace de Hilbert réel séparable ou d’une fonction aléatoire réelle
non-nécessairement réduite 4 une famille finie de variables aléatoires réelles.
Outre 'avantage d’assurer dans tous les cas I'existence de I'analyse et de four-
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nir un moyen global de 'obtenir, une telle approche permet de dégager plu-
sieurs familles de critéres, plus forts, équivalents, ou plus faibles que ’Analyse
en Composantes Principales (A.C.P.) définie dans ce cadre probabiliste général
par Dauxois et Pousse [2].

L’idée de chercher des critéres globaux d’analyses factorielles linéaires
équivalents 4 'A.C.P. d’une famille finie de variables aléatoires réelles revient
a Rao (cf. [6]) et a Darroch (cf. [1], voir aussi [4]). Notre étude constitue une
extension de cette recherche dans un cadre probabiliste sensiblement plus
général.

1.1, Intégration sur un espace de Hilbert. Dans cette section, H désigne un
espace de Hilbert réel séparable de norme notée |+|. Nous identifierons
H a son dual topologique, identification qui conduit logiquement 4 noter le
produit scalaire sur H par les crochets de dualité <, -) (au lieu de (- | -)). Nous
désignerons par %y la tribu de Borel de H. On se reportera au § 1 de [5] pour
tout ce qui concerne les espaces ¢, (H) et leurs normes |||, pour tout réel p > 1
ou pour p = 0.

Soit une mesure bornée u sur un espace mesurable (2, /). Nous dé-
signerons par I'(u) [resp. I?(u)] 'ensemble des applications u-intégrables
[resp. de carré p-intégrable] de Q2 dans R, par My l'ensemble des applica-
tions mesurables de (2, «¢) dans (H, #y), et pour chaque application f de
Q dans H, et par | f| Papplication de Q dans R qui a tout w de Q associe le réel
I.f (@)l

Nous noterons L (1) I'ensemble des applications p-intégrables de © dans
H, autrement dit ’ensemble

Ly(p) = {feMq: |fleL (u)},
et I'intégrale de f par rapport a u est 'unique élément i(f) = fg [ (w)du(w) de
H, encore noté i(f) = j'ﬂ fdp, défini par la relation

(VyeH) <(f), y> = g(f(w), ¥ du(w).

Nous supposerons connues les propriétés usuelles de #(f). Si u est une probabi-
lité sur (Q, o), i(f) est alors l'espérance mathématique de f que nous noterons

E(f).
De la méme maniére, nous noterons I’ (u) le sous-ensemble de Iy(w)
défini par

Ly(w) = {feMg: |l flleL (W}

Muni du produit scalaire
(f19) = [<{f (@), g(w)) dpu(w),
2

% (w) est un espace de Hilbert séparable.
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Lorsque (2, /) = (H, #y), nous dirons que u est centrée si I'intégrale
i(Ig) de 'application identique Iy de H par rapport a u est nulle ({ g Xdu(x) = 0),
et que p admet un moment d'ordre deux si Iy est élément de L% (u).

1.2. Opérateur de covariance d’une mesure bornée sur un espace de Hilbert.
Considérons maintenant une mesure bornée u sur (H, #5) que 'on suppose
centrée et admettant un moment d’ordre deux. Pour chaque couple (x, y)
d’éléments de H, nous noterons par x®y l'opérateur de rang 1 de H dans
H défini par

X®y(u) = <{x, u)y.

11 est immédiat que, pour tout x de H, I'opérateur x®x est élément de o, (H),
que l'application @ de H dans I'espace de Hilbert o, (H) (muni de la norme de
Hilbert—Schmidt ||+||,, cf. [5]) qui 4 tout x de H associe x®x est continue (donc
mesurable), et que (par hypothése):

J12E2dux) = [ x| dp(x) < +oo.
H H

Par suite, @ est élément de IZ, 4, (1). Nous appellerons l'opérateur de covariance
de u lintégrale V de @ par rapport a p, ie.

V= | x@xdu(x).

Nous supposerons connues les propriétés usuelles d’un tel opérateur intégral,
¢lément de o, (H) par définition, et notamment que:

(@) V est l'unique opérateur de H dans H tel que
(VueH) Vu= | x®x u)du(x).

H
(b) (VueH, VveH) {Vu, vy = |, {u, x> {v, x) du(x).

(c) V est auto-adjoint positif, nucléaire, et

tr(V) = [Vl =!I||xl|2du(X)-

(d) Pour tout opérateur continu A de H dans un espace de Hilbert réel
séparable H' (pouvant coincider avec H), 'opérateur de covariance V' de la
mesure image p, de u par A (centrée comme ) et V sont liés par la relation

V' = AoVoA*,
ou A* désigne I'adjoint de A.
(e) Si H est I'espace euclidien R" rapporté a sa base canonique et muni du

produit scalaire canonique, on déduit de (b) que la matrice de représentation
+" de V dans cette base est la matrice de terme générique

Vi = I x; x;dp(x),
Rn
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ou x; et x; sont respectivement les i-éme et j-éme composantes canoniques de x.
Par suite, si u est la loi de probabilit¢ Py d’un vecteur aléatoire centré
X =(Xy,..., X;) 4 valeurs dans R", on obtient

Uy = E(Xin),
et ¥ est bien la matrice de covariance des X; au sens usuel.

1.3. Essai de classification des propriétés extrémales des valeurs singuliéres
d’un opérateur compact. Dans [5], nous avons dégagé deux types de critéres
dont l'analyse conduit, pour un opérateur compact T donné défini sur H, 4 une
base orthonormale {u, ..., u,} d’'un sous-espace F de H.

Les uns conduisent 4 une solution unique a une équivalence prés, les vec-
teurs u; cherchés constituant une famille orthonormale de vecteurs propres de
T*oT, et F est engendré par cette famille. Nous rangerons parmi ces critéres
ceux faisant 'objet:

— de l'assertion (ii)) du théoréme 3.1 et de son corollaire 3.2,

— de la proposition 3.3 pour a > 1,

— de la partie (b) de la proposition 3.4,

— de la proposition 3.6 et de ses corollaires 3.7 et 3.8.

Le critére de la premiére partie du théoréme 2.7 fait également partie de
ces critéres. En effet, on peut interpréter la minimisation de || T—Ul||, pour U de
rang fini g donné comme la recherche de deux familles orthonormales

{ug, ..., ug} et {vy, ..., vy} respectivement de H et H' et de ¢ nombres com-
plexes ay, ..., a, tels que
q
IT= X crus®v,
i=1

. soit minimum. Comme p # 0, la solution coincide avec le développement de

Schmidt

q
7:1 = Z 5;e;Q®f;

i=1

~ d’ordre g de T, et on obtient bien (pour chaque ie{l,..., q}):

o; = S;, U; = ¢€; et v; = f;

Les autres critéres conduisent a une solution non-unique, le sous-espace
F étant unique 4 une équivalence prés, toute base orthonormale de F répon-
dant 4 la question. Ce sont les critéres faisant I'objet:

— du théoréme 2.3, et plus généralement de la proposition 2.5,

— de la proposition 2.8,

— de lassertion (i) du théoréme 3.1,

— de la partie (a) de la proposition 3.4,

— de la proposition 3.5.
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Les premiers apparaissent comme des critéres forts, les seconds comme des
critéres moyens. 1l faut noter le peu de différence pouvant séparer la formula-
tion de certains critéres moyens de certains critéres forts.

11 est possible de dégager une troisiéme catégorie de critéres qui ne con-
duisent pas 4 l'unicité de F, et que nous nommerons critéres faibles. Con-
sidérons I'exemple suivant. Soient T un opérateur compact auto-adjoint et
positif sur H, {u;, ..., u,} une famille orthonormale de H engendrant un
sous-espace F, P le projecteur orthogonal de H sur F, {4;},; la suite pleine
décroissante des valeurs propres de T, {u;};.; celle des valeurs propres de
U = PoTy, et {¢;}is une base orthonormale de vecteurs propres de T associée
i la suite {1;}is. Alors:

(a) Nous avons vu (cf. théoréme 3.1 de [5]) que

q q

Z (Tu, up? < ), 42

et que cette relation est une égalité si et seulement si u; = ¢; pour chaque i de
{1, ..., g}. Cest un critére fort.

(b) L’identité de Parseval donne

q

Y (Tupupi= 3 Uuyud?= 3 |Unl?= |UJ3 < 3 i

Lj=1 Lj=1 i=1 i=1

D’apres le théoréme 2.2, pour qu’il y ait égalité, il faut et il suffit que F soit
engendré par {e,, ..., ¢,}. On obtient un critére moyen.

(c) La différence entre les deux critéres (a) et (b) s’exprime par

Z, <Tui, uj>2 2 0

i#j

Le minimum, zéro, est atteint si et seulement si, pour chaque couple (i, j), i # j,
on a

{Tu;, ujy = {Uu;, u;» = 0.

Chaque vecteur u; doit donc étre un vecteur propre de U ou encore de
PoToP. On peut donc choisir F arbitraire de dimension g; 'opérateur com-
pact PoToP est alors déterminé, et toute base orthonormale de F formée de
vecteurs propres de PoToP répond clairement 4 la question.

On obtient ainsi un critére faible. Toutefois, si H est de dimension finie g,
F coincide nécessairement avec H et ce critére devient alors un critére fort.
Un critére faible pour la recherche simultanée d’un certain nombre de vecteurs
peut donc se transformer en critére fort lorsqu'on les cherche globalement
tous.
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2. ANALYSES FACTORIELLES LINEAIRES D’UNE MESURE BORNEE
SUR UN ESPACE DE HILBERT

Dans toute cette section, u désigne une mesure bornée sur un espace de
Hilbert réel séparable H. On suppose que u est centrée et admet un moment
d'ordre deux. On note K le support de yu, autrement dit, le plus petit
sous-ensemble fermé de H en dehors duquel u est nulle. Par hypothése, K est
implicitement muni de sa tribu de Borel %, sous-tribu de %y, et nous noterons
simplement (K, u) Pespace mesure (K, %, u). Les autres notations sont celles
de la section 1. _ ,

_On considére un sous-espace de Hilbert F de H, de supplémentaire ortho-
gonal noté F', et on désigne par A et B respectivement les projecteurs
orthogonaux de H sur F et F*, par u, et g les mesures images de u par 4 et
B sur F et F'.

2.1. Sous-espace de dimension finie le plus proche d’un espace mesuré. Com-
me u est centrée et admet un moment d’ordre deux, les mesures p, et up sont
centrées et admettent chacune un moment d’ordre deux. Nous conviendrons de
la définition suivante:

DErFINITION 2.1. Nous appellerons moment d'inertie de I'espace mesuré

hY

(K, p) relativement a un sous-espace de Hilbert F de H le reel

Ir= | lul®>dup(w) = § | Bx|* dp(x).
FL H

Soit % la famille des sous-espaces vectoriels (fermés) de H de dimension
finie au plus égale 4 un entier g donné (¢ < dim H). S’il existe un élément F, de
% tel que

Ip, = Inf{lz: Fe %},
nous dirons que F est un sous-espace de dimension finie au plus égale a q le plus
proche de (K, p).

On définit de maniére analogue le moment d’inertie Ir. de (K, u) relative-
ment au sous-espace F*. 1l est immédiat que

1) Ip+Ip = V] =tr(V).
En effet, comme A+B =1y on a

I+ Ip = [ Bx)2dp () + [ | Ax)>du() = { x> dp() = (V).
H H H

Remarque. Prenant F = {0}, le moment d’inertie de (K, u) par rapport
a lorigine est donc égal 4 la trace tr (V). On retrouve ainsi un résultat connu
lorsque K est un sous-cnsemble fini de points pondérés d’un espace euclidien R?
(cf. [6] par exemple).
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THEOREME 2.2. Pour qu'un sous-espace F de H de dimension finie au
plus égale & un entier g donné soit le plus proche de (K, ), il faut et il suffit
que F soit engendré par q premiers vecteurs propres de l'opérateur de covariance
Vde p.

En effet, de la relation (1) on déduit que
Inf{Ip: Fe%} = |V|y—Sup {Ir: FeZ},
ou, par définition:

e = [lul?dpa@) = V', = |[doVod|, = |AoVels,
F

V' = AoV oA désignant I'opérateur de covariance de u, (A étant auto-adjoint)
et Vg la restriction de V' au sous-espace F. Le résultat apparait alors comme
une conséquence immédiate du théoréme 2.3 de [5].

Remarque. Le sous-espace F obtenu n’est unique qu’a une équivalence
prés. Néanmoins, si {4;};.; désigne la suite pleine des valeurs propres de V et si
Ag # Ag+1 (g < cardJ), alors le sous-espace F cherché est unique et

q
IFL = z Ai'
i=1

2.2. Sous-espace de codimension finie donnée le plus éloigné d’un espace
mesuré. De maniére analogue, on peut chercher s’il existe un sous-espace G de
H, de codimension finie donnée g (ou de codimension finie au plus égale a g), tel
que I; soit maximum. Cela revient & maximiser |4oV 04| ; lorsque A est un
projecteur orthogonal de H d’image de codimension finie donnée g (ou de
codimension au plus égale a g). Le résultat découle directement de la proposi-
tion 2.8 de [5]:

PROPOSITION 2.3. Pour qu'un sous-espace G de H de codimension finie au
plus égale a un entier q donné soit le plus éloigné de (K, p), il faut et il suffit que le
supplémentaire orthogonal G* de G soit engendré par q premiers vecteurs propres
de l'opérateur de covariance V de u.

Remarque. On peut aussi déduire ce résultat du théoréme 2.2 précédent
en observant qu’imposer codimG = g revient & imposer dimG* = g, et par
suite que l'on a

Sup {I¢: codimG = g} = |[V||; —Inf{l.: dimG* = g}.

On est ainsi ramené a chercher un sous-espace de dimension ¢ (ou au plus égale
4 g) le plus proche de (K, p). Ceci provient du fait que 'opérateur de covariance
V de p vérifie la propriété

|AoVod|,+|(Ig—AoVolg—Al: = V|,
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alors qu’en général, pour tout T de o,(H), avec pe[1, + o[, on a seulement
(cf. [5D:
|4oToA|,+ | Iz—A)oToTy—A)l, < [V,

Cette remarque renforce I'intérét de la proposition 2.8 de [5].

2.3. Maximisation de la moyenne des carrés des distances entre les points
d’un espace mesuré. Nous conviendrons de la définition suivante:

DErFmNITION 2.4. Nous nommerons moyenne des carrés des distances entre
les points de l'espace mesuré (K, p) le reel

1
M =55 Ix—yl?d(u@p(x, ).
KZ

PRrOPOSITION 2.5. On a: M = p(K)tr (V).

En effet, il vient immédiatement en utilisant le théoréme de Fubini:

2M = [[IxI”du(x) f du()+ [ Iyl du(y) | dp(x)—2 Iz (x, y>d(p®u(x, y)].

Par une nouvelle application du théoréme de Fubini, il suit, 4 étant centrée:

§ & ) dep(x, y) = | [{x, y) du(x)]du(y)
K2 K2

= [[{] xdn(x), y] du () = 0.
K
avec, d’autre part:

§ %012 du(x) § dp(y) = [ Iy1?dp(y) fdu(x) = V], p(K) = tr (V) u(K),
K K K K

.ce qui achéve la preuve. m

Remarque. On rapprochera ce résultat de celui obtenu dans un cadre
matriciel par Rao dans [6] (p. 335) lorsque K est un nuage de n points (de

~ poids 1) d’un espace R® muni de sa structure euclidienne canonique; il a établi

que M =ntr(V), ou V est la matrice d’inertie du nuage.

Soit H' un espace de Hilbert réel séparable. On peut chercher une “re-
présentation” de (K, p) dans H', de dimension donnée g, telle que la moyenne
des carrés des distances entre les points de cette représentation soit la plus
proche possible de ce qu’elle était dans K. Une telle représentation peut se faire
au moyen d'un opérateur A de L(H, H’). Nous nous limitons ici au cas ou cet
opérateur est une isométrie partielle, ce qui revient éventuellement a conserver
ou i représenter isométriquement une partie de K. Sous une telle hypothese, la
moyenne M, des carrés des distances entre les points de 4 (K) est (cf. pro-
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position 2.5):
My = ps[A(K)]|doVod*|, = u(K)[|doVod*|,

et, par application de la propriété 5 du § 1.3 de [5], est inférieure ou égale a la
moyenne des carrés des distances entre les points de K. Par suite, on cherche
une isométrie partielle A de H dans H' maximisant |40V o4*| ;. Or, 4*¥04 est
un projecteur orthogonal P de L(H) tel que 4 = AoP (cf. § 1.1 de [5]), et,
V étant auto-adjoint positif, AoV oA* I'est aussi, et par suite:

|[doVod*|, =tr(doVod*) = tr(4*ocdoV)=tr(PoV) = |PoVoP|,,

et le probléme revient donc a chercher un sous-espace Im P de dimension finie
donnée q tel que |[PoVoP|, soit maximum, autrement dit, un sous-espace de
dimension q le plus proche de (K, u), et toute isométrie partielle 4 dont
Pensemble initial est un tel sous-espace convient.

Nous énoncerons donc la

PROPOSITION 2.6. Soit H' un espace de Hilbert réel de dimension finie q. Pour
que la moyenne des carrés des distances entre les points d'une représentation de
(K, w) au moyen d’'une isométrie partielle A de H dans H' soit maximum, il faut et
il suffit que I'ensemble initial de A soit un sous-espace de H engendré par q pre-
miers vecteurs propres de l'opérateur de covariance V de u.

2.4. Représentation d’un espace mesuré par un systéme orthonormal de
cardinal fini donné. On cherche maintenant une représentation optimale de
(K, u) par un systéme orthonormal {u;: i =1, ..., q} de cardinal fini donné g
(g < dimH), chaque vecteur u; étant muni d’un poids v; (v; > 0). Le critére
d’optimalité retenu ici est la minimisation de la norme de Hilbert-Schmidt de
V—V’, ou

q
V' = Z v,-u,-®ui
i=1

est Popérateur de covariance de la mesure v sur {u;: i=1,..., g} affectant
chaque point u; de son poids v; (v({#;}) = v;). Lorsque H est un espace R*
muni de la structure euclidienne canonique, la matrice de représentation
canonique de V' n’est autre que la matrice d’inertie du nuage pondéré
{(w, v): i=1,..., q} (cf. [6]).

En vertu du théoréme 2.7 de [5], | V— V’||, est minimum si et seulement si
V' coincide avec le développement de Schmidt

4
V.= Z Aie;®@e;
i=1

d’ordre g de V (cf. [5], § 1.3). 1l est alors immédiat que, pour chaque i de
{1, ..., q}, on a nécessairement v; = 4; et u; = ¢, d’ou la
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PROPOSITION 2.7. Pour qu'un systéme orthonormal pondéré de H de cardinal
finidonné q, {(u;, v;): i=1, ..., q} (v > 0), constitue une représentation optimale
de (K, p), il faut et il suffit que

Vie{l,...,q}) uy=e; et v;=4,,

ou {e;: i=1,..., q} est un systéme orthonormal de q premiers vecteurs propres
associés a la suite pleine décroissante {A;: i=1, ..., q} de q premiéres valeurs
propres (strictement positives) de l'opérateur de covariance V de p.

Remarque 1. La mesure v sur {u;: i =1, ..., g} n’est pas centrée, et donc
une telle représentation ne respecte pas la condition d’égalité des moments
d’ordre 1.

Remarque 2. Au lieu de la norme de Hilbert-Schmidt, qui est celle
utilisée historiquement par Rao [6] ou Darroch [1] puisqu’elle correspond a la
norme euclidienne des matrices, le théoréme 2.7 de [5] permet d’envisager,
lorsque K est un sous-ensemble fini d’'un espace de Hilbert séparable, 1a minimi-
sation de |V—V’||, pour tout p de [1, +oo[ et indique que le résultat est
conserve.

2.5. Analyse en Composantes Principales d’une mesure bernée. On peut
comparer les analyses factorielles précédentes de la mesure u avec son Analyse
en Composantes Principales (A.C.P.), introduite par Dauxois et Pousse dans
[2] (pp. 303-306), 2 laquelle on associe le schéma de dualité:

HE ()
v wiir (V= UoU*, W= U*oU),
H -5 I ()

ou U et son adjoint U* sont définis par

(Vfel W) Uf = [xf(x)du(x), (VyeH) U*y=<_,p).
H

L’A.C.P. de u est fournie par I'analyse spectrale de ¥, opérateur de covariance
de u. Les facteurs principaux de u constituent une base orthonormale de H for-
mée de vecteurs propres de V associés a la suite pleine décroissante de ses
valeurs propres.

De tous les critéres étudiés dans cette section, seul celui du § 2.4 est
équivalent & 'A.C.P. de u: ce sont des critéres forts. Par contre, les deux autres
analyses correspondent a des critéres moyens dont 'A.C.P. pas a4 pas de pu
fournit seulement une solution.

2.6. Repére mobile d’inertie. Soient F un sous-espace de H de dimension
finie égale 4 g, et P le projecteur orthogonal de H sur F. Pour analyser la
mesure u, on se propose d’utiliser le critére faible étudié au § 1.3: on cherche
une base orthonormale {u;: i=1,...,q} de F telle que la somme
Y. 5 <Vibi, U »2 soit minimum, autrement dit soit nulle.



Analyses factorielles d'une probabilité 11

Avec les notations du § 2.5, relevons que si I'on considére les variables
aléatoires ,=U*uy; (i=1,...,q9), on a

<Vui: uj) = COV(K, Y/):

car pu est centrée.

On obtient (cf. § 1.3) une base orthonormale {u;: i =1, ..., g} de F formée
de vecteurs propres de PoVoP = V’, opérateur de covariance de la mesure
image pp de u par le projecteur orthogonal P. Or, si les valeurs propres
associées sont rangées dans I'ordre décroissant, la droite de direction u, est le
premier axe d'inertie de (F, up), autrement dit, la droite vectorielle de F la plus
proche de (F, pp) (cf. théoréme 2.2); de méme la droite de direction u, est le
deuxiéme axe d'inertie de (F, up), et ainsi de suite...

A chaque sous-espace F, on peut donc ainsi associer un repére d’inertie de
la projection orthogonale up de u sur F dont les vecteurs de base sont les
facteurs principaux de 'A.C.P. de up puisque ce sont des vecteurs propres de V’
associés a la suite pleine décroissante de ses valeurs propres. Ce repére est
évidlemment variable avec le sous-espace F.

3. ANALYSES FACTORIELLES LINEAIRES D'UNE FONCTION ALEATOIRE REELLE

Dans toute cette section, on désigne par X = (X,),.; une fonction aléatoire
réelle définie sur un espace probabilise (2, «/, P), 'espace paramétrique
T étant supposé muni d’une tribu J et d’une mesure bornée p si T n’est pas
dénombrable. Si T est 'ensemble N des entiers naturels, ou un sous-ensemble
de N, la tribu T sera la tribu des parties de T et u la mesure de dénombrement.

Les produits scalaires sur les espaces de Hilbert I? (P) et I?(u) seront
respectivement notés ¢+, *> et {*, *>r, et leurs normes associées || et ||*| -
Nous désignerons par P®u la mesure produit des mesures P et y sur 'ensem-
ble @x T muni de la tribu produit #/®7 .

Nous désignerons par X I'application de £ x T dans R qui a tout (w, t) de
Qx T associe le réel X (w, t) = X,(w), et supposerons que:

(@) X est élément de l'espace I? (P®u), ce qui implique notamment que

() (VteT) X(, 1) = X,e(P);

(i) VoeR) X (v, e ().

(b) X est centrée, ie. (VteT) E(X,)=0.

Enfin, on considére I'application X' de Q dans I? (u) qui a tout w de
Q associe sa trajectoire X (o, *) dans I? (u). On munit 'espace I? (1) de sa tribu
borélienne. Cette application X’ apparait alors comme une variable aléatoire
dont on note Py la loi de probabilité. Il est immédiat que Py est centrée: en
effet, d’aprés le théoréme de Fubini, 'espérance mathématique E (X') de X’ est
l'unique élément de I*(u) tel que

(VieT) [E(X)] () = E(X)) = 0.
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De plus, Py- admet un opérateur de covariance car

[ llul®dPyx (u)

LZ(m)

= !fz I1X (o, )II*dP (@) = | [ X*(w, 1) du(D)] dP (@) = || X||* < + o0,

ou ||*||* désigne la norme de Iespace de Hilbert I (P®p).

Nous désignerons par V cet opérateur que nous nommerons opérateur de
covariance de la fonction aléatoire X ; V est nucléaire, auto-adjoint positif et, par
définition, donné par la relation (cf. § 1.2):

V= [ u®udPx(u) = [ X' (0)®X' (w)dP (w).
L (u) : Q
Ainsi V apparait comme I’espérance mathématique de 'opérateur aléatoire
X'®X’ de I'espace de Banach o, [I? (1)] — et donc aussi de I'espace de Hilbert
6, [I2(1)] — que l'on devrait noter E (X’®X’) mais que I'on notera (par abus
d’écriture): -
V=E(X®X).

3.1. Le concept d’analyse factorielle linéaire d’une fonction aléateire réelle.

Considérons le schéma de dualité associé a la fonction aléatoire X (cf. [2]):

L (u) <% L (P)
gy w1 (V=UoU*, W= U*ol),
() 5 E(P)

ou U et son adjoint U* sont définis par:

(VYeZ(P) [UMIW®={ X (@, 1) Y (0)dP (w) p-presque-partout
o
= (Y, X,> p-presque-partout,
(Vu e (W) [U*w)](w) = | X (@, t)u(t)du(t) P-presque-partout
T

= {u, X'(w))> P-presque-partout.

- On a UoU* =V, opérateur de covariance de X, et U¥oU = W, opérateur de
covariance de la mesure image uz de u par l'application = de T dans I? (P) qui
a tout t de T associe X, Les opérateurs nucléaires V et W, auto-adjoints
positifs, ont les mémes valeurs propres. De plus, si v est vecteur propre de Vde
valeur propre associée A, alors Z = U* v est vecteur propre de W associ¢ a la
méme valeur propre; la réciproque est évidemment vraie si U* est injectif.

Remarque importante. Lorsque T n’est pas dénombrable, I'hypothése
que la mesure p est bornée est essentiellement faite pour assurer la mesurabilité
des images U (Y) des éléments Y de I?(P) par U. Lorsque T est un sous-ensemble
" de N (pouvant coincider avec N), cette mesurabilité est acquise puisque T est
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alors muni de la tribu de ses parties, et nous prenons naturellement pour y la
mesure de dénombrement (qui n’est évidemment pas bornée si T n’est pas fini).

Nous conviendrons de la définition suivante:

DErFINTTION 3.1. Nous appellerons analyse factorielle linéaire de la fonction
aléatoire X toute recherche d’une famille libre {u;: iel} de I?(u) éventuelle-
ment orthogonale (ou I est une section commengante de N*, ou N¥) telle que la
suite {¥; = U*u;: iel} de variables aléatoires de I? (P) soit une représentation
optimale de X (en divers sens que nous allons définir).

Nous distinguerons trois types de critéres d’optimalité: des critéres forts,
des critéres moyens et des critéres faibles. Sauf éventuellement dans le cas de
I’Analyse en Composantes Principales (A.C.P.) de X, I'ensemble I sera supposé
fini de cardinal donné q (q < dim [IZ(u)]).

Les variables aléatoires' Y; (iel) ainsi définies sont centrées car

(Viel) E(Y) = E((w;, X)) = <w;, EX"))r =0,
et par suite, pour tout couple (i, j):
COV(YI:! Y]) = <Y:: Y]) = <U* Ui, U* uj> = <UO U* Uy, uj)T = <Vui: uj>T'

A.C.P. linéaire de X. Nous rappelons (cf. [2]) que 'A.C.P. linéaire de
X consiste en la recherche d’une suite orthonormale {u;: iel} de I?(u) par le
procédé itératif (ou “pas 4 pas”) suivant, nécessairement fini lorsque I? (u) est de
dimension finie:

Y; = U*u; est de variance maximum,

Y, = U*u, est de variance maximum (avec la contrainte u, orthogonal a u,),

Y, = U*y, est de variance maximum (avec la contrainte u, orthogonal &
Ui ones uk_l), etc.

Comme, pour tout i de I, Var(Y;) = {(Vu;, u;>r, 'analyse spectrale de ¥ donne
immeédiatement la réponse & ce critére d’optimisation: la suite {u;: i€ I} est une
suite orthonormale de vecteurs propres de V associée 4 la suite pleine
décroissante des valeurs propres strictement positives de V; ces vecteurs
s’appellent les facteurs principaux et les Y; = U* u; les composantes principales
de TA.C.P. linéaire de X.

3.2. Critéres forts d’analyses factorielles linéaires. Nous distinguerons trois
types de critéres forts:

(a) Maximisation de Z‘; JVar(Y)), f strictement convexe sur R.. Du
corollaire 3.2 de [5], on déduit clairement le

THEOREME 3.2. Lorsque {u;: i=1, ..., q} est un systéme orthonormal de
I?(u) et f une application strictement convexe de R, dans R, le maximum de
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Z;’: J[Var(Y)] est atteint si et seulement si {u;: i=1,..., q} est une famille
orthonormale de q premiers vecteurs propres de V.

Il en découle aussitot le résultat suivant:
CorOLLAIRE 3.3. Pour tout réel o> 1, le maximum de

2, [Var ()]

est atteint si et seulement si u,, ..., u, sont q premiers vecteurs propres orthonor-
maux de V.

- (b) Représentation optimale de X par une famille finie {Y; = U*u;: i=
1, ..., q} pondérée de I?(P). On peut considérer que la famille {Y; = U*u;:
i=1,...,q} est une représentation optimale de la fonction aléatoire X si
{(;, v): i=1,..., q} (v; > 0), systéme orthonormal de I? (u) pondéré, est une
représentation optimale de I'espace probabilisé (X’ (©2), Px) au sens du § 2.4, la

tribu des événements étant (implicitement) la tribu de Borel de X’ (Q): le critére
retenu est donc la minimisation de |V—V'|,, ou

q
V=Y vu®u
i=1
est Popérateur de covariance de la mesure v sur {u;: i=1,..., g} affectant
chaque point u; de son poids v;. De la proposition 2.7, il découle donc immé-
diatement la

PrROPOSITION 3.4. Pour que {Y,=U*u;: i=1,...,q}, ou {(u;v): i=
1, ..., q} est un systéme orthonormal pondéré de I? () (v; > 0, g < dimI? (u)
donné), soit une représentation optimale de la fonction aléatoire X au sens ou

q
V= 3 vu@ul,
i=1

est minimum, il faut et il suffit que
(Vie{l, anay q}) u,=e¢; et v; = A‘is

ou{e;: i=1,..., q} est un systéme orthonormal de q premiers vecteurs propres
associés a la suite pleine décroissante {A;: i=1, ..., q} de q premiéres valeurs
propres (strictement positives) de V.

Remarque. Désignant par {u;: i =1, ..., g} une famille de I? (1), on peut
également considérer que {¥;, = U*u;: i =1, ..., g} est une représentation opti-
male de la fonction aléatoire X si {(¥;, @;): i =1, ..., g} est un systéme ortho-
normal pondéré de I?(P) (avec @; > 0) constituant une représentation opti-

male de I'espace mesuré (X (T), ug), ou ug est Iimage de p par l'application
EZ de T dans I*(P) qui 4 tout ¢t de T associe X, (cf. § 3.1). L’opérateur
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W = U*oU étant 'opérateur de covariance de pgz, la réponse est encore fournie
par la proposition 2.7: il faut et il suffit que Y;,..., ¥, soient g premiers vecteurs
propres orthonormaux de W associés & g premiéres valeurs propres (stricte-
ment positives) 4, ..., 4, de W (ou de V) et que @; = 4; pour chaque i de
{1, ..., q}. Lorsque U* est injectif (hypothése assez restrictive, mais “réaliste”
dans les applications courantes), {u;: i =1, ..., g} est alors un systéme ortho-
gonal de g premiers vecteurs propres de V.

(c) Critéres spécifiques de la dimension finie. Lorsque la fonction aléatoire
X se réduit au vecteur aléatoire X = (X, ..., X,) de R?, I'espace I*(u) étant
alors identifié 4 I'espace-R” muni de son produit scalaire canonique, on- déduit
de la proposition 3.6 de [5] et de ses corollaires 3.7 et 3.8 la

PROPOSITION 3.5. Soient {u;: i=1, ..., p} une base orthonormale de R?,
n un entier de {2, ..., p} et S, la fonction symétrique élémentaire sur R? définie
par

St (Xgy ey Xp) > ) Xiy o0 X .

1€i)<...<ip<p
Alors:
(i) le minimum de S,[Var(Y;), ..., Var(Y,)],
(ii) le maximum de le =1 |Var (Y;)— Var (Y))|*, ou o est un réel de [1, + oo
sont atteints si et seulement si uy,...,u, sont q premiers vecteurs propres
orthonormaux de V.

ConcLusioN. Chacun de ces critéres forts est équivalent a I’A.C.P. linéaire
de X. La représentation optimale de X obtenue est celle donnée par g pre-
miéres composantes principales de X.

3.3. Critéres moyens d’analyses factorielles linéaires. Dans cette partie les
espaces I? (u) et I? (P) sont munis de leurs tribus boréliennes et respectivement
des mesures bornées Py et ps. Rappelons que

X Q) ={X(w,"): we}
est I’ensemble des trajectoires de X et que
E(T)={X(,t): teT} ={X,: teT}.

(@) Recherche de F,=vect{u,,...,u,} Sous-espace le plus proche de
(m, Py) dans I? () ou de Gy = vect{Y,, ..., Y.} sous-espace le plus proche
de (X—(T—), pis) dans IZ(P). Du théoréme 2.2, il découle donc clairement la

ProPOSITION 3.6. Soit {u;: i=1,..., g} une famille libre de I?(u).

(1) Pour que F, = vegt {uy, ..., u,} soit un sous-espace de dimension q le plus
proche de l'espace probabilisé (X' (Q), Pyx'), il faut et il suffit que {u,, ..., u,} soit
un systéme libre d'un sous-espace de dimension q de I? (1) engendré par q premiers
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vecteurs propres de V; alors Yy, ..., Y, appartiennent & un sous-espace de I? (P)
engendré par q premiers vecteurs propres de W.

(2) Pour que Gy = vect{Yi, ..., Y;} soit un sous-espace de dimension finie
au plus égale a q le plus proche de l'espace mesuré (X (T), ps), il faut et il suffit
que {Y, ..., Y,} soit une famille libre d'un sous-espace de dimension q de I* (P)
engendré par q premiers vecteurs propres de W si 'opérateur U* est injectif,
alors uy, ..., u, appartiennent & un sous-espace de I’ (1) engendré par q premiers
vecteurs propres de V.

(b) Maximisation de la somme des variances, ou de la somme des carrés des
covariances, ou de la variance généralisée. La conjonction du théoréme 3.1 de
{51 (assértion (iii)), de la propriété (b) du § 1.3 et de la proposition 3.5 de [5],
entraine clairement le

THEOREME 3.7. Pour toute famille orthonormale {u;: i=1, ..., q} de I* (n),
le maximum de:

() Y7, Var(¥), ou

(i) ZZF L Cov? (Y, Y), ou

(i) det[(Cov (¥, Y));l,
sont atteints si et seulement si u,, ..., U, appartiennent & un sous-espace de
dimension q de I? (1) engendré par q premiers vecteurs propres de V = UoU¥*;

Y, ..., Y, appartiennent alors & un sous-espace de IZ (P) engendré par q premiers
vecteurs propres de W.

(c) Minimisation de la norme ||, de loperateur de covariance résiduel.
Pour chaque ¢ de T, nous désignerons par X, la projection orthogonale de
X, sur le sous-espace Gy = vect{Y;, ..., Y,} dans I? (P). Les applications X et
X—X de Q@x T dans R telles que

X (wt)>X e X-X:(0t)— X (0)—X, (o)
sont éléments de l'espace LZ(P® u) et définissent deux fonctions aléatoires
réelles que nous noterons X et X —X. Nous conviendrons de la

» DiriNITION 3.8. Nous appellerons opérateur de covariance résiduel de la
fonction aléatoire X l'opérateur de covariance de la fonction aléatoire X —X;
nous le noterons V'

Avec les conventions d’écriture définies en début de ce § 3, on a donc
= E[(X-X)®X —-X)].

Le critére d’optimisation retenu ici est la minimisation de la norme ||V’|,, le
réel p > 1 étant arbitraire et {u;: i=1, ..., g} une famille libre de I? (1). Com-
mengons par établir le

LEMME 39. On a V' = V—V, ou V est l'opérateur de covariance de X.
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En effet, la linéarit¢ de I'espérance mathématique entraine:
V'=E[X-X)®X-X)] = E[X®X - X)]-E[X®X -X)],
et par suite, les fonctions aléatoires X et X —X étant orthogonales:
V'=E[X®X-X)] =E(X®X)—-E(X®X).
De la relation X = (X —X)+X, on déduit que
EX®X)=E{{(X-X)+X]1®X} =E[(X-X)@X]+EX®X) = E(X®X),
ce qui achéye la preuve-.'u
L’opérateur V = E(X®X) est Popérateur de covariance de X, et donc
V = UoU¥,
ou U est l'opérateur de Hilbert-Schmidt de I?(P) dans I?(u) défini u-pres-
que-partout par
(VYeL(P) (UY)() = <Y, X) =Y, 4X,),

ou A désigne le projecteur orthogonal de IZ (P) sur Gy = vect{Y;, ..., Y,}. Par
suite, pour tout Y de I?(P), on a, u-presque-partout:

(UY)() = <AY, X,» = [(UoA) Y](1),

-

d’ou l'on tire que U = UoA, et donc que
V= UoAoU*.
Il en résulte clairement que, pour chaque réel p=>1, on a
(V17 = (IUoU*—Uo Ao U*||)f = (|U—UoA||,)**.

Comme Gy est un sous-espace de dimension g, Uo A est un opérateur de rang
au plus égal 4 g. Ainsi, en vertu du théoréme 2.7 de [5], [U—UoA|, est
minimum si et seulement si UoA est égal a U,, développement de Schmidt
d’ordre q de U. Or, d’aprés le corollaire 2.4 de [5], pour que UoA soit égal
a U, il faut et il suffit que A soit le projecteur orthogonal sur un sous-espace de
dimension g engendré par g premiers vecteurs propres de U*oU = W.

Nous énoncerons donc le

"THEOREME 3.10. Soient un réel p = 1 et V' l'opérateur de covariance résiduel
de la fonction aléatoire X. Pour que ||V'|, soit minimum, il faut et il suffit que

{Yi, ..., Y } soit une famille libre d’un sous-espace de dimension q de I? (P) engen-
dré par q premiers vecteurs propres de W; si l'operateur U* est injectif, alors
Uy, ..., U, appartiennent d un sous-espace de I? (1) engendré par q premiers vec-

teurs propres de V.

2 — PAMS 18.1
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ConcLUSION. Tout systéme libre {¥;= U*u;: i=1,...,q} d’un sous-
-espace de dimension g de I7 (P) engendré par g premiers vecteurs propres de
W constitue, pour chacun de ces critéres, une représentation optimale de la
fonction aléatoire X. Les g premiéres composantes principales de 'A.C.P. de
X n’en sont qu’une solution particuliére, et cette solution, fournie par chacun
des critéres forts étudiés précédemment, est la seule qui soit formée de g
variables aléatoires non corrélées deux a deux.

3.4. Critére faible d’analyse factorielle linéaire. Le critére que nous pouvons
envisager ici est la minimisation de

P

Y. Cov*(¥, Y)

Lj=1
lorsque {u;: i =1, ..., g} est un systéme orthonormal de I? (u). De I'étude me-
née dans le § 3 de [5], on déduit immédiatement que le minimum de cette
expression est égal 4 0 et atteint si et seulement si {u;: i=1,..., g} est un
systéme orthonormal de vecteurs propres de AoV oA, ou A est un projecteur
orthogonal arbitraire de I? (u) de rang q.
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