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Ahstrocr. A characterizaiion of the existence of the solutions of 
stochastics differential equations on R - for any initial data - fias 
been given by Engelbcrt and Schmidt in [5]. In this paper we 
propose to give a necessary and sufficient condition for the equation 

to admit a weak solution. By using a theorem of convergence [or 
continuous local martingals and its connection with the local tirne, 
we prove a lemma which generalizes theorem (3) of [3]. Then we 
deduce that if equation (*) admits a solution verifying (x), = +m,  
then the diffusion coefficient cr cannot vanish on strictly positive 
Lebesgue measure set and, if u(x,) # O, then a-2 is locally integrable 
in a neighbourhood of x,. We finish with an extending the preceding 
results to equations with no zero drift. 

Les processus qui interviennent dans cette note sont supposés continus 
et définis sur une base stochastique (52, F ,  gt, P) qui satisfait aux conditions 
habituelles. 

Nous rappelons le théorème suivant dû à Sharpe [7]. 
1. THÉOREME. Soit M une martingale locale continue, nous avons à des 

ensembles négligeables près : 

{lim M, existe et est finie) = .( < M ,  M ) ,  < + co) 
t + m  - 

= iIimsupM, < +col = {Lom < +a), 
t +a3 

06 ton a noté Lf(M) le temps local associé à la martingale M par la formule de 
 anak ka. 
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2. REMARQUE. Le théorème précédent est dû en grande partie à Lenglart 
[6], la contribution de J. Sharpe est la liaison avec Ie temps local en zéro de 
M. Pour une démonstration de ce théorème, voir [7]. 

1 3. REMARQUE. En considérant, pour a ER, la martingale M-a, on voit 
1 

1 que l'on peut remplacer l'ensemble 1 LO, (M) < co j par [La, (Ad): dans le 
I théorème pricédent . 
I LE lemme suivant est une généralisation du théorème (3) de [3]. 

4. LEMME. Soit M une rnartingaIe locale continue telle que ( M y  M ) ,  = 
+ ca P.S.; et soit f une fonction borelienne positive uirifiant: 

A lors 
+cc 

[ f (M,) d ( M ) ,  = + oo p.s. 
O 

Démons t r a t ion .  Comme {M, M), = +a, nous avons, d'après la 
remarque précédente et le théorème 1, L4,(M) = +cg pour tout a G R ,  et, par 
Ia formule de densité d'occupation, 

ce qui établit le lemme. 
5. REMARQUE. Si on suppose seulement que P[(M, M), = + CQ] > 0, 

avec la même hypothèse sur f (celle du lemme 4) on a 

Dans la suite nous considérons l'équation différentielle stochastique 
sur R: 

t 

(1) x, = xo + ja(X,) dB,, 
O 

où x, ER est fixé et B désigne le mouvement brownien standard sur R. 
6. THEOREME. Si une solution de (1) existe et vérgfie ( X ) ,  = + ao P.S., 

alors l'ensemble Ix/a (x) = O! est de mesure de Lebesgue nulle. 
Démons t r a t ion .  On note .+"= i x~R/a (x )  = O ) .  Si . 4 '  est de mesu- 

re de Lebesgue strictement positive, alors la fonction indicatrice de l'ensemble 
- JV' vérifie l'hypothèse du lemme 4; et puisque X est une martingale bcale 

,continue vérifiant (X), = + m P.S. on a, d'après le lemme 4, 

1 
+ Qi 

I 

/ [ l,(X,)d a), = + m .  
1 .  

8 
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Mais 

ce qui est absurde, donc a f O presque partout. 
7. REMARQUE. La conclusion du théorème 6 reste vraie si on suppose 

uniquement que 

(il suffit d'utiliser le remarque 5). 
Le théoreme suivant est dû à Engelbert et Schmidt [5] .  

8. THÉORE-ME. L'équation diSférentielle stochastique sur R, 

( 2) dX, = a (X,) dB, 

admet une solution non triviale vkifiant X, = x (pour tout x ER) si et seukment 
si a-2  est localement intégrable. 

N .  k. Ce théorème est une conséquence de la loi 0-1 pour les fonction- 
nelles browniennes établie dans [3]. 

Notre but dans la suite c'est de localiser ce théorème, c'est-à-dire de 
donner une caractérisation de l'existence d'une solution de (2) pour une 
valeur initiale donnée x,, ER, ce qui rend le théorème d'existence plus 
maniable. 

9. THEORÈME. NOUS avons l'existence d'une solution faible de l'équation ( 1 )  
si et seulement si a(x,) = O ou a-2 est localement intégrable dans un uoisinage 
de x,. 

Avant de  passer à la démonstration du théorème 9 nous donnons 
quelques corollaires. 

10. COROLLAIRE. Si o est continue, alors l'équation ( 1 )  admet une solution 
pour tout x, ER.  

II. COROLLAIRE (Barlow-Perkins)('). Si o est localement bornée, admet 

(') Le théorème de Perkins et Barlow donne une condition suffisante d'existence pour 
l'équation 

2 

X , = [ o ( X , ) d B , + ~ ( B ) ,  où V %[O:+m[+W[O,+cci[ 
O 

est à variation bornée et continue adaptée à ta filtration de B, et donc le corollaire 11 
correspond à K ( B )  = x pour tout $ E R , .  NOUS i'avons signalé pour comparer avec la 
démonstration de Barlow et Perkins qui est fondée sur l'analyse non standard qui n'est pas très 
familière. 
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des litnites i1 droite et Ù gauche en chaquc point de R rt uériftant (B.P) 

Ic-r(x')l n /a('i-)l = O -+o(x) =- O pour tout x E R ,  

alors réquarion (1 )  admet une solution réelle faible pour toute valeur initiale xo 
donnée. 

D é m o n s t r a t i o n  d u  t h é o r è m e  9. La démonstration est basée sur 
le changement de temps et inspiree de (1). 

Supposons que ~(x,) # O. Soit X une solution de (1); il est évident que 
X n'est pas triviale. Posons 

. . .  
f 

A, = (X), = Ja2(X,)ds. 
O 

Puisque X n'est pas triviale, on a P [(X), > O] > 0. . 
Soit l'inverse de A défini par 1; = in f (s  2 O ;  A, > t). II existe t > O tel 

que P[A, > t ]  >O. On a ?; < +a sur l'ensemble { A ,  > t ) :  

r 

~2 n J ~ - 2 ~ X d ~ 2 ~ X s ) ~ b ~ ~ x s ~ ~ ~ l  ds,  

Si on note M(w)  = js E [O, t]/a (x,(co)) = O), on a 
t 

C l,.2irs<m>i = O] d (X), = 0, 
O 

ce qui veut dire que . .i;'(w) est de mesure nulle pour la mesure d (X),(w), 
donc 1 ( + m ) d ( X ) , ( w ) = O .  

.T i01  
Soit 

De là on tire que 

En particulier, sur l'ensemble (T < +a), on a 

Mais sur l'ensemble < +CO) on a la représentation de X: X ,  = 
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x,+B<,>, ,  d'où, pour tout t < A , ,  on a t 

Tt t 

+CO > 7; 2 ( a - 2 ( x o i - ~ 4 x > , ) d  (X), 2 [ ~ - ~ ( x , + ~ $ d s .  
ii 8 

Si a,, = (A, >O), on a P(82,) >O; il existe z > O temps fixe tel que 
P ( A , > z ) > O .  On note Q , = { A , > T ) .  On a 

Par le lemme 4 de [3] on conclut qu'il existe un voisinage Ko de x, tel 
que o-2.~~fo,(v , , ) .  

Réciproquement, si a(x,) = 0, alors Xt = x, est solution de (1). 
Supposons alors que sm2 E ~ ~ , ( V ~ ~ ) .  Soit E > O/I, = l x o  -E, xi-+ E [ c I<,. 

Alors pour K compact inclus dans i,, on a 

et par le théorème (5) de [37 on conclut que I'équation (1) admet une 
solution faible. 

EXEMPLE. L'équation 

admet une solution si xO ER \ Q et elle n'admet pas de solution si x, EQ. 

De même, si a(x) = l,,xol, l'E.D.S. n'admet pas de solution, mais admet 

une solution si o ( x )  = 1 ,,,ol. 

A l'aide du théorème 9 nous pouvons donner un renforcement du 
théorème 6 à comparer à un résultat de [43. 

12. THÉORÈME. Si l'équation ( 1 )  admet une soltttion aérifia~it 

alors: 
1" ,Ir = [ x / o ( x )  = O) est de mesure de Lebesgue nulle; 
2" a-' est localement intégrable au voisinage de x pour tout x EP. 
Démons t r a t i on .  1" a été démontré au théorème 6. Nous allons 

démontrer que I'E.D.S. 
t 

X, = x + J a (X, )  dB, 
O 
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! 
admet une solution pour tout x appartenant à R et en utilisant le théorème 9 

! on a ie résultat. 
I 
l Par hypothèse, l'équation 
l 
1 

l 
t 

X ,  = xo+ (a(X,)dB, 
8 

admet une solution vérifiant {X), = +cc.  X est donc une martingale locale 
continue et (X), = + co, c'est donc un mouvement brownien avec l'échelle 
de temps t -, (X},, et par suite tout point de R est atteint par X en un 
temps fini. Soit T.= inf(s  2 O ;  X ,  = x). 

. , ... - On a T < + co P.S. et X est un processus de Markov fort. Si on pose 3, - - 
= X, +, , Pt =' 9, +,, Ët = B,,  , - B,, on voit facilement que (2, B, fi 
vkrifie l'équation 

EXTENSLQNS DES RESULTATS AUX EQUATIONS AVEC DRIFT 

Nous considérons l'équation différentielle stochastique sur R, 

où  les fonctions a et b sont supposées localement bornées. 
Si on fait l'hypothèse suivante: ba-2 €Co, (lx, - E, xO +eD pour un 

certain E > O, nous obtenons le théorème suivant: 
13. THÉOREME. Eéquation ( I I )  admet une solution faible non triviale si et 

seulement si est localement intégrable dans un voisinage de xo. 
Si maintenant on fait l'hypothèse ba-2 €L1(R), nous avons le 
14. THÉOREME. Si une solution de ( I I )  existe et uér$e la condition 

t 

( a2 (X,) ds = + co P.S., 
ii 

alors {x E Ria ( x )  = 0) est de mesure de Lebesgue nulle. 
15. REMARQUE. Ces deux théorèmes se démontrent de la même manière 

que les précédents, en utilisant la transformation de Zvonkin définie par la 
formule 

et en posant F(X, )  = x. 
1 
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