
MOUVEMENTS BROWNIENS A S Y I B ~ ~ ~ I Q U I E L B  P ~ T ~ D ~ F H ~ S  
EN DLMENSION mIViIE ET OPÉIZATEURS DIFF&&~EN"IEW 

A COEFFICIENT BiolZ-ChfiNTINIJS 

Ahstmrt. We consider a partial diffcrential equatian OF parabolic 
type oa 8 = Rd ( d ~ l V * ) ,  

wtlere: L = (LI,+Dl,)b+d, AT, Y' and Y$" k i n g  two suMurnains 
or $T such 2hd & = r ' -  u W" u Pt Y n  = @, and ,.Cr" being ai %'-va- 
titpty. The Eun~trons C and D are @ on &, EF9 is the surface- 
vmtor-measlare on Y, A i s  EL funetion defineci on Y which will be 
pr&sed lnter on, 8, A is a generali~fid drift, P fresp. A3 is the clawiç;rl 
gradient [resp. Laptar*iazi npcraturJ :ln Rd. 

Wc gve, via a modified skew Bror,vniaix motion, a stochastic 
resoletian of (t) - L beiag cnnsidcsnl as a ~ncral ized iiifitiiieâimal 
gmerabor - and we study the cnr~rinuiiy prQpertrçs of Itie trailsition 
prohabilitjr densm'esand ofthcrr dcrivatives at the: nèigbbourhrrad of Y. 

f i tude est faite sur uu damnine d de R9pour  des cipkrateurg differentiels 
paraboliques 8/dt $ L ou a/& --L, où L est un opirateur elliptique de la forme 
TA+ 8, AV dont les c;seEcieab A et r, au msiils dans cette premiCre ktape, ne 
dkplidnt pas dzr temps, et dépndent seulement dc In variable spatiale. 

Une &tude plus csimplke poiarrail d l r ~  easrtife efï'zctuk Lorsque les 
califieients de L dépndemxt du tziisps. 

Corne  les coefficlentç de L sont iad6p;endants du temps, il est érjrmlvalarrt 
de; wxlsidérer la r6solutlaén de 



Nous naus attacherons donc, par exernplle, au premier problhe (avec 
donnk "hidale'.). Nous supposons que d peut sYbcrire comme 

otl et W sont deux sous-ouverts de d et o t l 9  esest une ararieté de dimension 
d -  1, de classe V%t a courbure boznke. Nous nnus plaçons dans Xe c a s  od 
l"opie1:ateur L est "de dasse g2 par max~eaux~', 

oir ch: et D sont des fonctions de classe %Y2 SUT P, ;l dérivées secondes bornkes. 
A designe le Laplacien usuel d m  Rd: 

@, &signe le vadient usuel: 

Le ghnhrateur infinithimai &n6ralisk L est alors d6fh-i par: 
Pour tout coanplè: [cp, $1 de Sanctions de classe V" sur 8, 5 supports 

çampac ts, 

oir nX désigne b nomde  unitaire ii 9, difiekg de .k" vers W2 ( * )  est la produit 
scalaire usuel dans Rd et dS est la mesure surfacique sur Y,  

Cet artid0 ü'farspire, i sua dkbut, de travaux da Purtenko f116, 171[ qui étudie des Çquations aux 
dCrlvces partletles de typo parnùolique.dent les cricffi~ents dc dfguaion sont globalement r&garléem 
et mmporreiilt un diifi g&aeralisC part& par une swfface. 11 s"inspiPe ausSi de kaavaux eKcctues par 
Gavctu ct Okada 171, ktudianl, en din~enensiom 1, des bqlrations dant le coenicienr de diEudan CEE 
f-:gujier par moreaux avec der &ifs @nEralisks port& par dm pcbirits de dirçontinuité du 
coeBdiettt de diRusian. 

Mars, 18 problha abord6 id, cn dimension finie queleanqu~: mt plus dificilc car' con- 
tsairqmrstlk aux problfrnes dc &flexion de processus sairs diswntisiuit5 des coeTil~icnts~ en na p u t  
Jamanls se mmener directen~aat ii la dimnlsioa 1. 
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En &et, mgmnsc dans. le ws sirnplplc o& la surface de dismntlnultE. est un hyprplan cl OU kcs 
çoelXZcients; sant talis constants, i l  n'y a pas ktorisation dm prab&billt&s de transition. Ceci est dfi 
ao f&t que Ies ppaobahilitks de transilion "pour Ies compasantes p.arall&lips à Phypesplrrn" dbpendent 
du caafiQenint de difSu,sion, lui-meme fonction dc k composante namale ;;t I'hyperphsl. 

Daas ce: travail, naus auaos consid6sé Ic cas relatkvcment shple, mais important pr ses 
appllcatiens, oU la mtilricè de  cliniision est diagonale. D;ins ce ms pafliculies, un changement de 
meficlerrr de diEuslan peut se tradujre directemmt par un changrnent d'6cMtle defi temps, ee qui 
nous caoduit une definition asma naturelle: du. Kmouveme-al brownien asyn~&ique mç?diEé'" 
çorrespondant à rin coficient de diEusion riguEer par morçeaux, . 

1. P ~ a ~ o s m o ~ ,  Construeriorz des probabilités de transition d'w mouvc- 
ment 'asowniea asymibtrique dans p. 

2$ PROPOSITION. Calcul du ginirateur inlrnltésimd gkzukralisri: d'un mouve- 
ment brownien asymétrique dans P. 

3 D ~ F E ~ O N .  Drift ggén&raIis&, 
I B i k ~ r n r z o ~ .  B$ection aléatoire: de R,, ~arrespandant A un chmgment 

&&chefle des temps et des;tin&e ti modifier le gknhrateur 1Elfinitésimal d'un 
pr~:'oce$sus, 
6 DEFEHITION, Mo~vemeat brownien asymktPique modifik. 
7 el 8. PROPOS~J"~QN et COROLLAIRE DlRkrmtielte stochastique du mouve- 

ment brownien asymttsly m modfie, 
9: P ~ o r n s ~ n o ~ ,  Une propaiete de la fonction 

M. T~Boa8rti~. Elude &un potentiel par rappoi-l k Ra. 
11, PRCJPOS~TION. Construction, au moyen dbuno sk ie ,  du noyau ICf inter- 

venant: dans li'exprcsrrion donnant les densltks des prcrbctbîtités de transition 
d'un mauvemeni browg~ien sasyrnbtrique modifie. 
f2 LEMME. Un résultat de rkguiaritk msurat In canvtirgelzcé: de la, sene de 

80-e $, 
13. f ~ 0 ~ 0 ~ 1 9 . 1 0 ~ .  Etude: des densités des probrabilitks de transition des 

mouvements bsamiemrs asymktmqates modifiés (rdatiaa dit: KolmogorofT). 
14, PPROPOBITION. Continuitk, la surfam dc discoririnuit6 des socfaikicnts 

YI des dei~sitks des prohabilitks de transition. 
1 5  LEMME. Bude du gradient dea densites des paobabifiteis de transifian 

dana deux a s  particuliers. 
16. LEMME. Discemtinuit6, ii la swfam 9, du. gadiant des den:nr;irtBs cias 

probabitiliihs de transition abin xxnouvemeat brawnien ;tsym4tnqu~, 
14 cl 18 P~a~m1rx.o~ et COROLLAIRE. Expre~sian du gradient des den- 

sitbs des prrsbaliifithi, de transition &un ~nouvemefit brnwt~den aliymktaiqae 
rrrodg6. 



19. PROPOSITION, Efude. du reciollerzlent du uadfent des densites des 
probabilités de transition, &un mouvement brownien asymbtrique sriodlfik. 

20. Ta&oa&~~.  Etude, dans le cas a& SP est un hyperplan, et où a, rS et 
D sont des constantes de la çoritinuitk du recollement de fa mmpiosaanti: 
namale du &.radient ou du "courztntW7 produit de (CI,+Dll,f par la 
cumpc7mante normale du gradlerit suivant les valeurs da E, 

21. ~ a & o ~ W a ,  Calcul du gén6rateur kfinitésirnal gknkralisk d"rm rnrslimve- 
ment brownien asymttitlque rnoditié dans Rd. 

22. 'HHEoREME. Unieitk trajtjeçtosielle et unicite en loi de XE>@ dans un lras 
particulier. 

23. REMARQUE. Sur la çanstsuction du mouvemnt brownien asymétrique 
modrfnk dans le cas pa~icdier  oU C et D ~0~1- I  des constantes. 

24. PROPOSITION. SOUS les hypotheses du théoi.èn~e 20, &tude des mauve- 
ments bra~ynieras asyrnktriques modifiés correspondant aux gkrakrateurs iian- 
finitésimaux 

[a) sans drift: .L = [Cl, + DEw] A,  
(b) auto-adjoint : L = V [(Cl,,. $ Dl,) V I ,  

et &de des propriélés de recollenretit des densites des probabilltks de 
transition, de leurs gradients et de leurs 1aplacieas, dans 6es deux cas 
prkeédents. 

Dans ce premier paragraphe, nous supposons que C - .LI, c'est-à-dire que Je 
recoflemenl au voisinage de .Y est de classe W2, 

Natant 13 ( r )  le mouvement brawnien standard, nous designons par X ( t )  le 
processus stocbstiqust de diE.f"ktenifeJ:lle stochastlqa~e 

Nous notons Xa{t) te processus sus & qui "se séa&&Ilit SUT 5F W ~ C  une 
probzbiIhrf6 a b )  du ~ 6 t h  de 9T al  unle prrsbabifite (1 -ol(y)) du ç6tb de Y ,  uti 
cil est une fonction suntiraue sur Y"". 

La dkfiiiition de ta diRkreatie1le gtochastique de 1Y" fait intervenir la notion 
de temps local en ,Y. 

Le temps focal d'une semi-martirigde coittiiiue Y en 9 csl ddfinl pas 

B ( Y ,  13) = . f y ~ R \  ddrstCy, .Y) < e ) .  



La diR6rentielliei stochastique de A?@) s'kccrit dors 

Nous allons maintenant donner fa corrstructioni des pmbabilites de 
transition des Focessus X (t] et Xa (2). 

Nous rappelons tout #abord tr4s brilèvemelll la construction des densités 
des prabablitks de tsalîsitlon X ,  iasplrke de [a, car cette eonsliructiorr est % 

ensuite reprise pour le proessus X" (t], apris quelques madifîmtisns, Pour tout 
çoiiple (x, y) E b2 et Cs, ji3 E R$ drIflant s G t ,  on pose 

et+ pour tout x E & et tout z ~ c $ :  on définit un aoyau @(x, s, z ,  2) par 

mi L,io(x, s* z, t )  - Cjx)AXZ(x, S, E, s). 
Baur tout couple (x, j v ) ~  g2 et s < r, les prlababilités de tran~ition de X l t )  

sont dom6es par 

Nous rapwlons malntenailt En canstructiun des prssnbabilit6s de transition 
de =kc" [ 1 6, 1 77. Pour x E ,Y, z E b, t 2 ClII, nous eonsidbrom le ~ o y a u  K (t , x , z) 
solution de Fequalinn aux &riv&e(s partielles, 

où est la mehsure suprf3cieU~ SUT 9 et q(y) - 2 ~ 1 3 -  1, Pour toae couple 



( x ,  y ) ~ @  et s 4 t on pose: 

(9) F(~ ,~ ,~ , t l =p l r -o i l x , .~ )  
I 

= B C ~ ,  3,  Y, O+ Jdz J plx, L 2, t3K(e-s ,  z, ~ ) r l i z ) d S i z l  
s F 
I 

==Z(x, s, y, t1-k jSZ(xT o.zl t)@(z, S7 ylo)dzdcr+ 
8 b 

-c- J 5 #Cz-s, a, y)CZfx, z, zs, f)+ 
TE[S,~I UEY 

-E- j Z ( x , c r , ~ , t ) @ ( z , ~ , ~ , ~ ) Q ! z d a J d S ( s d ) d z .  
.~pflz>rf  m g  

ExeinigIe de rréhreaice= Si Sp est un Iryperplan, =I ( y   ER^: { y  .pl) = 01, ora. 
soit que 

En eEet, e l t e  formulaiion de k: v b ~ f i e  bien l"6quation (11) car, si 
x crppa~ient Ei Y, peltr tout y de ,!Y on a 

ii cillase de I'orthcgonalitk de pa et de y -x. 11 en résulte que 

Si Y est un ByperpIae, Y = {TER" < ( p + n )  - Dj, ce si C ,et a sont des 
coastmtes, alors Pi" est donné par 



ou encore 

oU 3 Eresp. fl désigne la projectloa d% x [resg. y]  sur Y. Ced nous con- 
duit $ la 

1, P~o~osn 'so~.  Si 5P est ' e n ,  9' = {y ER': (y -n> = O ) ,  
V r= {<y a n )  < O ) ,  %f = { < y .  n) > O), 06 n est uva aecreurpflxe de @ et  si (i et 
ü s o ~ t  des çonsi.ctnfesg alors 3Pf est dc;?rsne pm 

06 R [resp. fl dksiigne7 k p~ojtit6 orthopna1 de x [resp. y] sur Y et 06 sg y = + 2 
si y e W ,  - 1  si y~.Yt'- 

Dkmonstration. Posant 

nous avons, kn utilisant la fornule (12), 

IEl nous safit done rf'étzjbar que 

ou anriose, en posant a - I ( X - E ) ~  à O et b = I(y-n>I BO, et = tl, 6'1: - 8, 



Nous notons: 

Pour tout réd a > O  et tout r b l   ER?, neus d&finissons la fonction 

Nous voyons d o m  que G est la cosavol6e: 

Comme suppg>af2 et supp pbS2 sont. contenus dans R, ,  la trançformke de 
hplace de 4?tG/b est le produit des transfamkes de Laplace: 



3 h  DBF~NI~ON. NOUS. appelons rnesure de Dirac en 9 et D Q O O ~ ~ S  sr,,{ la 
dlstrib~ition-r~~es~~r.ri~ à valeuas dans 8" dc.feaivGe, au sens des distributions sur Rd, 
de Ia fonctiari la,$, défiaie par: 

Ncrus avons, pour tout champ de vecteurs de dasse @< 6 ssupgort 
Gompact, 

E"é~anck de la proposition 6 siwifie alors que, pour tour ço~1pIe de 
fonctions f et g, 2 supports compacts dms d et de classe Va, nous avons 

= f c (x) 4f'l;x) u) (4 dx c f g (xj [2ol (x) - 11 2C CJG) Vf(x) c ? ~ , ~  (dx) . 
& i" 

D&mor~sfmfiun He la preposilio~~ S. Nous caledons (si etle existe) 

OU. f et g sont deux fonctions de classe %" i sufrport compact $ans b, 
Comme f et y sant bornhs ainsi que les derivées de f ,  

A = lim t - ' J l P ; ( x ,  y)[ f (y)-$[x) ]dyg(xjdx.  
?-+O $ 8  

Or, utilismf la foxmule de Taylor, 

1. 
J'(v)-ffx) = ~ J ~ x ~ ~ ~ - ~ l + ~ v ' / ~ ~ f  C(Y-X), ~Y-41 -+ ~ ( I I Y  -*II3) .  

Par suite 

o\i D désigne un vecteur de! R ~ ,  q (4 ;- 2cr (x) - l, 1V lx) = 22ç (x) ~r-(x), n (x) irant 
la nqrrnalc unitaire Y en x dingkei yers W"; est continu support campasi. 



On utilise In premiere ligne de (*) pour étudier la limite re1;r.tivebau gradient 
de f en posant q (XI = df/8xi et O - ci, puis an mnsfd4re la seconde ligne de 4,) 
pour rrdculer la limite relative i la dkSvCe streonde de J Pour 1er; d b ~ o é e  
de I s  fame d2j/$xi on identih: gn (x) = LI2 f;Paxt et 8 = e,; alors quc pour les 
dé~~ker;  de le forme a2f/axi a? (I + on puse rp (x) = a2f/dxi a i j  et, succes- 
sivcmént, O ;c- el+ 5, ei el ej en remarquanf que 2 (y i  - xi) (yj-xJ) = 

2 (y8 -xi + yj-  x,) -(yi -xJ2 --(yj - xjI2. CE: qui demontre la proposition. 

adclus considBruns le domaine & = Rd .td E Nq) et nous supposans que d p u t  
s'berire &== V u  W u  YY, ofi r'f et W sont deux sous-domaines de & et ori 
Y est une variéte de classe %' et de dimension d - 1 .  

Nous ~onsiderons deux fonctions LCx) et Dlx),  definies sus 8, de classe %", 
& diKkreintiellecs prerniéres et secandes b.orn&es, et nous leur associons ks 
apératlrurs differentiels (erknkraEsés) L, = "1, $- Dl*] A (sans drift) ou 
LAd = V [(CI, -i- Dl,,) 'VI (aut o-adjoint), ou bien, plus gknkralemen t, 

(141 L -  [CB,+D;bw]A+6pAB. 

Ces op6ratcur~ differentielels sont dits gdpi&ralisés au sens que, si p est kane 
fonction de clame W3 sur 8 ii support çsrnpiact et si est une fonction continue 
sur 8, dde classe g2 sur 9" u W3 ia distribution L$ vérifie 

ou bien 

P 9 

rz Ctant Irt nomale unitaire & .Y" dirighe de V vers W et dS (x) &tar?it ia mesure 
surfaciqua sur Pa surfacri. .Y. 



Le processus X", correspondant un coefficient de diffusion C(x) =. Q et 
une rkflexexiora sur Y avec m e  prolnabilltk ~ ( y )  du c6té de $6/" el f -a(y) du 

~ 6 t k  de &tant mnslruit, nous allons maintenant dkfinir u~ processus Xa*P 
cor~spondaet au cioefinent de diEusion C (x) , O sur *F et D (x) > Q sur 9, 
c\k G et aJ gont des fonctions barnees ainsi que leurs inverges IJC (x) et I/D (xf, 
de classe VZ gur Rd, de diRkrentfe11es premieres et secondes barnees, 

4. DJÉ~FINITICOM. (8) Nous notons fl la fonction strictement positive, dbfinie 
sur d par 

(b) Pour bute trajectoire X", coatinue, trli definit une bijecaon croissante 
Xa  = X e  (a), de a, sus Iui-rn6me pH 

5. Remarque ,  Pour P-presque chaque trajectolfe w, la foncdon x, est 
lipschitzieme; eUe est dkpivable en Lehsgue presque tout t et sa dkrivke est 
drrnriee p x  xP [c) =: fi"XE " f i  (t))] . 

6). D~FINTTZON, NOUS appelons mtdnierrreaf brownien asymétr@are m d @ k  le 
processus stochastique 

7, P ~ o ~ a s a ~ x o ~ .  Le mazdoenient brawnl~n asq~mSbrignae 8-mod$é XEfi@) admet 
~ O U F  difl6reratielk stoch~tiqtat~: 

(.;) si XE@ (f;) $ Y", 

a"," (x) [d (la7 (1)  n,l) E ,  + dl'(i)3 avec tane p~o-ohabilit4 a (x), 
211"6112 fx) [ - d  (IB (t) n,l) R~ + $Y(E)] nuec une grabahild'ed 1 - ol (x), 

ou H est la composantte dde X(fi o~thog~mle d nx.  
Db rn o ri s t r ;x t i on, En effet, si nous considkronç le processus W(t)  défrni 

pour r fk (Xe@) - ' (9) par 

- 
et, peux itiz(Xafl)-' (91, posant ~"f l [ t )  -: y, et E = & 1,  par 



I { d ~ ~ f i ( t ) . n ~  'QJ 1 dW(t) = E2112 cw C X E P ~  ----a'Xa"lz) avec une probabilith 
2 ( 1 - 4 ~ ) ) '  

Ie calcul msatre alors que, :,Our fout > 0 et h =. 0, 

W(l) est donc bien ua processus de FaJirner que rzotrs puvomis idea~tificr 
a ~ ( t ) .  

8. CÇ~ROLLAIRE. La ct$fdi*entieIle strrchosrique cXr Xe[' s'exprime, mc m o y c ~  du 
naouuemmr brownien srundard par: 

si X Z r " @ ) $ Y ,  

et, si XSb ( t )  E *YLjClr décornpasant ie #~:zauvcimmr brownkn B epl B = B ,  i- R,,  OU BE 
mt le Irrorvnberi liilkai.aire le 10rig de ptgapit, er Br le bmwnien dans I'lzyperpirnfi! 
tavent  LZ *Y au p ~ i u t  XuP(fh 

On p u t  ausgi dCfinir ln diflk~rcxltielle stochastique de Xa.@ en utilisaal le 
temps 113d Sur 9. Pour cela oz3 définit le temps h c d  i droite et 6 -ucEse de 
Y pour une sémi-mnrtinpie Ir, 



ou L ~ . ( Y )  désigne le temps lacd à droite et L:-(Y) le temps local d gauche. Qn 
a dors 

Nous aurons alors, en utilisant m. avec p = 1 et q = m. 

et 
r 

Lf (X"" = llim j 1 ,,,,,,,, (XR~"s)) 2Ç [Ka*# (s)] ds . 
r boa 

Au paragapfic: 1, nous: avons wnstniit via la formule Q S ) ,  les pri~krtbilitks 
de transition IN" du ~ T O C ~ ~ S I I S  X a  de gkncS~ateur infii~itésimal gbaéralisé: 

Naus al lon~ maintenant donner les probabilires de tratrisibion du  pr-ocessus 
XR@. NDUS n ~ t ~ u s  r la classe de fonciians, definie sus Ifi = Rd, par 
1" = C1y-+Dlw, 

Be manihm analnguc ii ce qui sr étC fxit au pxragmghr: I ,  on mat construire, 
via Ia formule (9) modifiée, les prokabilit6s de transltisu Q, du prraç.essus Y" de 
g&nBrattur hfmitbsirw al g6ntralisk: 

Pour taut couple (x, a) E(&\,Y)~ et laut couple de rkls (3, t )  wkrifiant s .rh 2, 

srn definit UPI noyau +(x, s, z ,  1) par 



naus PO.SC)I~S, peur tout couple (x, Y ) E ( & \ ~ ) ~  et tout. s < t, 

1 

= R"(x, 3, y, 114- ~ S R " ( X ,  (T, Z, t ) $ j ~ ,  S,  Y, c)*Id~66, 
s tP 

9" P ~ o ~ a s i n o ~ .  Si $ est une foficeiorz ccrilirtnue et bornite sur d = Bd, akurs 

est aple jorzcfian continue en @, s, t)  sur &'x (s .= tf et 

&a d&monstraticin de wtte proposition est inimkdiab. 

IOm Ti-ngostg~ura, Si f est unefonction continue et bornke sur 8 x R +. , localement 
hdldh~iersne clra X E &' et ura$mhmcnf era t E R  , , alors la fo~acrtion 

Nous d o n s  m;ilntenaat etudier les proprlktés di1 noyau t j .  Nous; 



voyons que 

On construit par rkc-currence, pour tout entier v 2 1, 

R,+ (x, 3, J" rt) = Rafx, rr, z, t )Rv{s ,  3 ,  y ,  Ef)dzd~s. 

138, P~o~osflrsnr. Pour totrt (x, 8 ,  y,  t)? tel Que x et y ~r'appartiensze pas 
& Y et s =E t ,  la série 

clrFzner@e ul-rf~rrnkmnt SUP' t o ~ L  cornpuet de d yte rmcoure-rant pas Y .  
Dkmotistratian. Naus voyons que 

Si x n'appartient pas ri, Y, il existe une boule, B ( x ,  qui .ne rencontre pas 
9. Nous supposons, par exemple, que B ( x ,  p) est contenue dalzs V, Naus 
avons alors 

(xI SI a, irj = O pour taut ZEB?(X, Q). 

On est dane ramene à une intitgdjté de tnEme type que Tlnégallité 4.3 da: C63. 
Nous utiliserans; le lemme suivant analogue du lemme 2, Ij 4, clhap. 1 

dt [6]. 
121. GEMME. 55. G est un ~auert  bortzU de Rd ~t si O < E et O < fi < dP alors - 



Dé sri o 11 s t r a t i o n. Nous woiilons majorer 

ad 1,  est E'iritkgral: sur A ,  = GR{@% < [lz-xi1)n [Q, < I z - y l [ ) n  ( l /a-yJ1 
-r Ilx--yll/2), I z  est I'iiïrlks,lrale sur A,  - G c l ( q ,  < I/z--xti)n{e2 ..I Ilz-yglj 
nfljz-.XII < l / x -y%i j2 ) ,  et I ,  est Tintegrale sur A , = G n { [ ] z - - y I [ >  
[Ix-~11]/2) n {[]z--xlE > [Ix--j"1/2). Nous avons alors, s i  f i  < d :  

De même, 

Cette inkga,aIit% n'a tilise que Yinkgalité triangulaire, z - y Il $ I l  z - x if -f- 
+ iJx-~ril G l l ~ -~ l l / 2+ I l x -~ I l .  

Naus pouvolls deduire, comme pour I l ,  que 

Nous majorons enftn 1,. Notons que g = infI1l.z-ylt , liz - x 11). Alors, ii une 
constante pr&s, nous avons 

Lorsque cc+/? 3 d, cette intkgr~le converge et 

Si o1+! < J,  Yassertion du Ien~ne se deduit dircçtement du lemme 2, 8 4, 
ch. 1 de: ChJ qui fournit une inajoratiaiî kvidente. 

Suite He la dil~zovsutrcrbiorz de la praf~lpo~ltiu~t i l. NOUS ayons en~uife Isa, 

majoration 



- OU n ( = f l ) = = r d + l - Z p . = r f ,  car $ < p < l -  

La rbçurrence conduit. donc, samm au 5 4, c h q ,  E de CG], à une série 
çonveri>ente, la canverpnce ayant l ieu uni'fûrmkmeril sur taud compact ne 
rencontrant pas Y. 

13. P~owsi~ram. Les zz~qruax e*C,.D(x, y) $&fanlis 6 la fictrmub (17) par 

ap;FiD 
(x$ f') = & [x, y). 

4% 

De rn a u  s l P a t l o n, Haus notons = P. 
La dkmonstratian se dhduit du theorbe 10, en employant la formule (18). 
Pour sinplifier les notations, nous supposons s = 0: 

en reportant ~ m t c  exgressioi~ dans la relation qui d&f"u%it aP,(ir, j))/af, nous 
obkrtons: 



Nous allons m531nte13ant &tudies les propribtbs de cant-tnuitk, de part et 
&autre de .Y, des probabilieks de transition f f .C*D(x,  J") "SI que de Ieurs, 
gradients. 

14. P~o~osrrzo~,  L'application ( x - P ~ ~ ~ * ( x ,  y)) est mtltinue sui. C 3 Y. 
Dkmanstratinn. II est évident que 

est, lomque z est fixe, une bnction continue de (x, s, t), La propoatiori 
4 permet dars de conclure que ((x, sl t) IV-) P Y E ; ~  (x, y)) est encore une foradon 
continue par rapport au triplet (x, s, t ) ~ & x R $  x R 6 ,  s < t ,  

13. LEMME. Si P,(x, y)  est la demifi & -obnbilité de transition, ddjuak d la 
farmvEe (7) es correspondant à un iroeJficienr de difusina Ç, 

(3) consliarzr sur 8 - @, 
, fb) de cEaw q2 sur b - S 

n l w  I%appliçntl'on (x ruu Px p, (x, y)) est c~~~t'ritti~ne et u&r@e, respectizaemmt, 

Dém o n s t r a t i o n. (a) Si C es8 constant et si la dimension est d E N, ii est 
jmmMiat que 

Par suite, oiz a 

(b) Si Ç est une fonction de classe W2 et si Ie damnine spatial est de 
dimenâion 1, on sait que 

Par consequeni, 



X 

16, LEMME. Si E(x, y) @st Ira. derisita de probabAlit& de detrnnsiiictra d&8t%ie d ka 
fornluk (9) et cuïrespondavrt ci un çcieficknt b di&sloa C cnnstaui mr 8 = Rdl 
aiors IhppEicaticirt (X rn L7, .P; (x, y)} est disçonfi'lrrue en I" et verge 

Dbmonstrrt t ion. Nous supposom #abord que Y est un hyperglana, guis 
- nous ktudions le cas g&~é.ial: 

ci] Utgisant la proposition 8, nous savons que, si Y - {y - n .t O f ,  
Yi = {y-12 = O) kt W - ( y h n  > 01, cd n est un .,teus uiaitaire fixe de Rd, 

+ sg (ÿ3 (?a - $1) exp (ICxn)l+ I<r~>fIZ-t Il$-Yllk 
4Ct 

Ij s'e;ns.orit que (x ""P Vx PI (xf y). r.PI) se prolonge çuntin6me11t sw Y si m I rs 
el que 



(El) Dam le cas gnkral, P f  (x, y)  est donné par la formule (9): 
T 

PfIx, YI = ~ l @ : x  ,yf+ 1d.l- j p,-,Cx, 4KK12, 2 ,  y)q~z)dSIz)* 
O Ci" 

Il en r~sulle que 

O XESP 

Utilisant les formules (20) da n" 1 de [lT'J, on peut alors; $&montrer que, 
notant gour taut point x,fP, f(x,+$ [resp. f (xo-)3 la limite, ~arsqu'eJ~e 
existe de f (y] lorsque y tend vers x, en restant daas un &ne ferme de sommet 
x,, contenu dans W [resp, 'VI, on a 

Nous dlons maintenant &tudiel: le corrirpo~ement du madient par rappr t  
x, de P ~ ~ a ' ( x ,  gr)* 
Utilisarrt la fomde (171, nous savons que 

(23) ~ ) * ~ ~ ' [ ~ , y ) = ~ ' ( x , ~ , y . t ) + ~ ~ ~ ' ( * , r r , z . t ) ~ ( z , s , y , o ) d z d o ,  
O R  

Ka I& S, y 5  11 = K-, Ex, Y) 1, (Y) + Qi- 8 YI 1, (Y). 
Nous caaservozas la inoli~a r - CI,CYr)l, et alsfs 

Z - X  

(0 ( 5  - 2) 
~t xa6P 



ir' 

, g & S  " & 



Celte expressicin nous coridult au. corallaire suivant: 
18. COROLLA~RE; b r s q ~ e ,  m outre, q = (2%- 1) est constant, an a 

Y-x 
(26) V, PF"sD (x, y) = - 2r(Vl i~>)(xs  YI+ 

Dk rn e KI 5 or a t la n. 'Utilisant la gsoposi~iion 11, naus gnuv8ns ésrire que 

Pour simpuer les notations, bs anseisiblcs Y et 7rfr ayant des rC,'Ies idenh- 
ques, nous supposaas, par exemple, que y appartient i W. NOLIS avons alors 



Itr (C, 0, Y3 4 1- 'b(51 RICtt .Y? C ) + I ~ ( T )  C Rv( t ,  O, y ,  a). 
Y-2884-1 v=2n+2 

w N  ns# 

Naus auans maintenant ktablir la proposition suivante: 
113. Pao~osrno~. Si ,Y est ;ICR hypergla~ de Rd, 48 = ( y  lad: {PB) = 03, el si 

a, C et D smat des constantes 
(il qecelEles que soient les valeurs de E, Ç et; D, la composante de 

pwal'EeEement d Y se prolonge cafitin6nrenl - par rapport 6 x - au u~ioisinq-~le 
de 9; 

(ii) si rp est une fonction riekk de vmiable réelle, lu composante de 

q (xi$ V, (A-, y) S E  prolonge e~ntintiment - par rapport d x - au voisinag.~ 
de Y si et smlemenf si le preduit de p(x1) par 1a dkrivtili, par rapport ci x, , de In 
dernit& de probabfliti en dineenSion 3 ,  ~ ç b D ( x , ,  yl), se prcllo~gci contln&rnent 
- par mpport d x1 - au voisinage de (O]. 

ET 6 rn on s t r a t i on, Carrservant des notations p e d e m e n t  utilikes, nous 
kaiavonspous tout ~ ~ R ~ , X = x - ( x . a z ) ~ ~ e t  $ - < x ~ n ) r a - ; x 1 n .  - 

Nous avons, $"irpr&s Ea fomukr (10) de la poposition I, 

4- sg ( y )  (2a - 1) exp 
Lcet 

1 
RP ( x ,  y) = 

(4nr ( y )  tIdJ2 



Conriidkr-rant, par exemplele, PZ@, y), nous pouvons le faetorÊst=r m 

Par suite V,E(xI y). = fi(xl, J-lr)~,Pt(2, fi. Comme (xwe(.,, J,) )  e t  
(x w PP Pr (2, fi) se prolongent tous deox coatinûment RU voisinage de ,Y, il EII 
est de même pour (xrr-r-V%P;^(x, y))F La reaexion n'induit donc pas de 
cSisconanuit6 de Ea c-osank du gradient paralléle B 9, 
De la mgme manière qu'au (b) du lemme 15 on voit que 

se prabn- çantinUmenr au voisinage de Y et, par suite, 

se prolonge çoritiaUment au voisina" de 9, 
Utilismt la fcrmuk (261, mus pouvons calculer ta composante du gradient 

- par rapport & y - le long du vecteur n orthogonal à Y: 

d 
<Px PI,CJ' (xl y) - 8 )  = - P;fal,C,D (x, y) -- (V1 - X ~ ) p j y )  (X, y) + 

8% çv) t 

Mous pouvons dors utdiser L raisonnement madulsant aux brrnules ('2'0) 
de [17], no 2. 

Pour tout pokt x, siFrpartmant A Y et p u s  toute f~onletian yr definie sur am 
voisinage de x,, on dit que yr, &met une Iimlte si d~o.ite de x*, nothe y,(x,+), si 
y (x) &;anverge vers une l imite lorsque x tend vers x,, x $ x,, x restant dans un 
&nt: ferme de sommet x, et contenu dans W u  fx,). 

De mtanihre "sy nl&tnquey", ;an dit que: y admet une limite il ga~cbze ibe? xo, 
nathe q ( ~ ~ - - ) ~  si p(x) CotIvcrge ver8 une limite lorsque x tend vers 
x,, x 7C: x0, x restaïnt dans un c61re ferrsiri: de ssommat x, et corstenu dans 
Y- CJ (~0). 



Les calculs: men& dans Cl71 ~ ~ n d u i s c n t  aux formules (20) qui donnent ici 
que tl/dn, [PP.~*" (x, -, y)] existe, aimi que 3/C)ra, [S31.'.' (xa + , y)], et k"on a 

Naus voyons donc que cp (x,) a/dn, CecsD (x, y)] admet im prolongemtrnt 
continu si 

admet un poilongemenr continu, ce; qui est la meme condition quken 
dimmsion 1. 

Z4Ioi: TNGOREME. Si 9 est un /typerplan de Rd, 9 = {(Y G Rd: Cm) - O ] ,  oti n est 
üectenr unitakefixé dans Rd, et si ai Ç et iD soiat des çoFzstatztes, ddcomposcrnr tout 
Eiectwr z E Rd en z -. z,  n 4- ZI od z" appmtknt à 9, 

(i) quelles que soient les valeurs de a, C et D 

se prolorugeni: contlnUme~,l - relatlvem~lt à x - au oaisi~ager Se Y; 
(ii) (a) si cx = &/(fi+fi]3 alors 8x iP:*C~D(x .  y) ,  [Cl,(x)+DiW(x)] x 

x AXv PFGD(x, y )  et [Cl, (x) + D 1, [.xG.)f A, Ppc." (x, y )  se P ~ D I D I Z ~ ~ B E  sonti- 
ndn'tentr - relaliueme~t 6 x - au vuisinage de ,Y; 

(h) si or=JaI(Z/Ct@)l alom [ C l v ( ~ ) + D l w ( ~ ) ] V , , ~ ~ ' v " ( ~ ~ y ) ,  
v,, (Ccjv (4 4- Dlq(9(:)1 V,,) Pf."*D (xlc, y), $j, (LCl, (x) + 81, (x)] V,) Pl".'." (x, y)  
sir pmlawenc conthutnent - velatiuer~ent d x - au uokitaage de Y. 

Dirn<rnsrrar ian. Le (i) se $&duit du (I) de la proposition 19. 
Mmonstration ide. [ii}. On reprend l"usertion (El de fa prriposition 1havec 

p = 1 POUT le (a) et rp - CE,+H)I,, pour Ee (b). On a 



voit dors que 

Une condition ~Èécessaire et s ~ s a n b  pour que pT,,fi*csD(xli y i )  se 
gsolanp eontinQment au voisinage de x, - O est alors que cl soit &al 
à E0=JCI<Jc,JD>* 

De meme, une condition néeessaire et suEsmfe pour que 
[CI, (x)  + Dl, (x)] { x i  , y ,) se prolonge contincment ilu voisinage de 
x, = O  est que ar soit égal à E, = fi/{&+@). 

911n itksani Is defivation on- volt que 

Par rionslequent, quel que soit le coefflçrent de réfiexion a, Xa fan~tiari 
[Cl (x) 9 D 1 $F (x)] Ar, fi6"*' [x,, yl] se prolonge comtla3ment nu vnisinag~ de 
XI - O, 

Les assesrertion~ (Ii) (a) et (dl) (b) se déduisent alors imkdiateruenr. 
21. TH~ORBME. Les gé&rtdte~r~ iqfinildsimtlx gériértali.sés &a X@ (t)  ef de 

edrfie~zr tom deux la .formtlle 

D.é m Q n sr r a t i a 11. Jrssqu'isi rvous avans a b i s  mais non prouve 
i-igoureusement le fait que les prabab3itks de trarisi~çsn P""lD sont bien celles 
cillt paoicessus de Wiener asyrnÉtrique madi66 X",Cp" - -XKJ. 

Nous allons ici aEec@;ç;t;lizr deux démonstrations lndkpaadantes. Dans la 
pserni6re (A), nous k~blironi; que le gkukratcur iaPInit&sjfural g&n?nrsraPalisP de Xg8 
est bien donné par Ia f m d e  (24). D m s  la se~aacie (B), nous &ablirons que le 
gknkrnteur iafislitksimal gbnkrdisk de la f a d e  PpC.B est aussi doonné par la 
formule 1271% 



-r- tim 1;- I Vf(x) E [XXfO (r) - XI, 
$--+O 

(a) Lorsque x nkppsi;eEient pas Y la limite prkkdente existe et cst nulle 
en :n* 

(b) Pour taut point regulier appaflenant a 9, on démontre, comme dans la 
proposition 6, que t limite existe et est donnke psr 

lim t-%EXX:8,(%)-x] = itmr-%[t([X>$ft)-~)6~)] PI,, 
t +O i -a 

où ra, est, comme dans la d6ni:onstratiars de fa propoasirion 6, Ia nomale 
unitaire passant par x et dingde de V vers gr-. 

Ua a dom ramene à une étude le long $un axe et, utilis%at les grapasltiom 
2 et 6 & [SI, 

Pour rebouver ce r&sultat, an utilise la proposition 4 de [3], en posant 
(sp)"2 = C (XI, (uqJ2/2 = D (x) et 

Mous wuvstts donc eeneliire, cornme dans la propasilion 1, que le 
&n&rateur infinitksàraal g&neib.alise de XX"'~@jt) s k r f t  comme 

($3) Pour ktudBer b &n&rateut iafmitésimal g&nkrafislé des Fr*", 0x1 p u r ,  en 
utilisant la fornule de Eindebrrrg, via des cartes locales et une appraxhation, 
(;;e: ramener au cas cssixagl@; 06 a, G et D sont des censtantes et a& Y est un 
hyprplan, a m m e  pctw I"$tude de LK nous somme?s conduits B ktudier dcs 
I ~ t e ç  de la Forme: 



06 8 est un vmteur fixe de Rdm 
(E3,1) Sait Es ur-i vecteur fixe de Rd. On &tudie la limite suiv&nte: 

I t m t - Y  < @ - ~ ) B > P f . " , ~ ( x ~ y ) d y  
€40 psad 

(a) Si @//Y, alors 
J ( ~ - X ) O ) ~ P ; Y . ~ ~ ~ ~ X ,  3i)dy - O .  

paRd 

(b) On considkre le cas Q = ia, Pour mia, sn  va établir le lemme suivant: 

j . ~ ~ ~ ~ ~ ( x ~ ~ ) d y " = ~ ~ ~ " ( x , , ~ , ) ,  uù y=lyl,8 a v c ç p = ( y  ,,., .,y&. - 
piead - " 

Démonstrat ion.  Naus avons 

avec 

Posant R:(x,, y,) = P;(x,, Y 1 ) + @ l ~ I I  YI)  et R 1 ( ~ ,  y7 = 1. (YL)P~(*, 3 
+ I R +  (yi)a(x, gr cm a RI(a, y) = RIIx,, y l )xf t (2 ,  fi- dkm~ntre dom 
que 

Posant 



Cette heqrration est prkcisérnent celle qui dgfiüit In fonction 31 - lorsque la 
dimensian est kgde à 1, par suite cp, (x,, z,< est le noyau 6, (xl, zI) en 
dimension 1, d'a& 

ce qui d&montre. le lemme. 
Suite de la d4rnonstratrrj.~ (B.1). Si 8 - vi, alors 

lim t- " q (x) j P:tC." (x, y) ( ( y  - x) O> d y  dx 
E-Ci Rd R d  

Posant ( ~ i  = g(df/d~z), la Ilmite prMdente donne la '"rift" du G.I.G. 
et icelle-;-ci est kgale à 

jh3.2) On calcule m~ntenant,  pour taut vecteur unitaire ~ Y E R ~ ,  

Utllisa~xt Esi proprié$& de Eindeberg, la dcuxikmc Ilmite existe et est clial~nk 
lorsque San pose cp = ~ [ 8 ~ $ / 8 0 ~ ) ;  par 

Si 6 1 Y ,  an est ramenk 6 une étude unidiiraaensiannelle le long de la 

2-' {@-x), @ ) r ~ ~ x e ' D ( ~ z  ~ ) & j f  6 K , ,  
FER$ 

d'ad 1, ( B ) _ r a .  On a donc la partie "diffusiod' du G.3.G La proposition est 
alors deirnontrke, 



Sachant qane XE,@(t )  et 63:eCn.  admettent rnkne gkn&raTeur YafinitkGnrd 
gknieralisk il suffit, p u r  ktabldr le fait que XU?@ est bien runique processus 
admettant les +PFcna comme probabilitks de transition d%étabiir J'uaicltk de XGsPe 

Nous allons iei 8taEîlir cetle unicité tout d'abord au sens d'lt6 (unidte 
tra$lccioAelie ou forte) puis au sene; Br: I"unicit6 du probitme de martingales 
(unicite laiHe). Via la propriete de Lindeber8 el: I'utilisatlon de cartes lmdes, 
on peut se ramener, comme pour la partie (BI de la dbmomtration du thkserGnoe 
21 au cas oti Y est un hyperplan, et LX, C et D çont des constantes. 

22. $ M É J o R & ~ ~ B ,  b r s q ~ e  9 est un hyperplun, et aQ1, 6, et D s o ~ t  constants, lt? 
pmcessus XaJ dont G..€,G, est Lalb oérgle I'c~nicitt; rrqjectortelie ainsi qzfe 
I'urzicitk en loi, 

Dbrnon s t  ralii on. La démonstration se fait en ddex &tapes: 
fa) U ~ ç i t é  de 1% cqmposante normale de Y. 
(b) Unleite du processus daas P. 
On suppose que Y est 1'hypplan orthogonal d el,  premier v ~ t e u r  de 1% 

base esthonosmale. 
(a) XTbvérifie réquatio; diilérentielle stochastique: 

On pose 

A =  (a-i>Jc+.JD 
(1 - 0 ~ )  JC+O!fiID 

On suppose dans un premier temps que a + 0 ou 1. On cansidGre Irr 
brjeçtion 

Posant v, (Xf.b(~)) = Y(L) et appliquaait la formule de: Twaâa, mus voyarns, 
quyif existe un unique y = y, = (I--A)/{l + A )  de telb sorte qua. le drift 
&urparaisse. 

Pour ce yo, par le theoreme de Nakao [i5], un a unititi: trajecietoriefle de 
'Ytr), par constquexxt celle de X t P  ft). Si O! = O OM 1 ,  Xes théor6mes classiques 
relatifs asru rkflexioras totales assurent ~ U S Y ~  Tudicite de ~aj*@(tj. 

[b) Posant Xa-fl ï- [XPL=Q) t X b n B  L * * f i  == (X%fi9 = .  . , X2@) an a) pour i 3 2% 

d'a6 i'uniçité trajectorjelle des Xp"t)i cons&?rquenct de mIb de XI.@[t). 
Posons Z[ t }  - (Y(t): X"Jjt)). ks coefficjents da digusion de Z(E)  smt 

mesaurables et bboriiés; Z(r) étant unique trajectoridlment, par le; cisolflaire 
8.1; ,6 de [4 91, olî a unicirti: en loi de X (t). 



CEr I'appliation: SIvn: (xi 9 -+ (1 (xl) + -yO I R +  (.xi) xLl 3) est bijective, par 6- caas&uent PeB(t) est urai.g~e en lai. 
23 R ernnr que. Lorsque C et D sont des ~onstantes, la ca1lstructiçl.n 

donnant X@@ devient plus expfieik. Phus notons q - 
On efJ1t:ctue. une partition de Sespaçe des temps R ,  en A -- (I'ER,; 

X ,  Cr)  id- d*^ u 9) et B = ( r  E R,: Xm (t) ci %pl, Comme les trajectoires Xa sant 
31-presque ~Crerezent coriitinues, an peut, pour $-presque chaqoe trajeetoîrs 
&:rire B comme une rkunlon disjointe &intervalles ouverts: 

Nous défi~ssons alors une bgection x,, (== ~ ~ ( o - l ) )  de R ,  sur R ,  p u  

Nous avons alors XDI8 ( E )  - X" 1'2~ @)). 
Nous voyons gw: 
si I; E B,  ~ ' ( t )  existe et ~7.t)  = gZ; 
si t ~ l r a t ( A )  a { t - R , :  X e ( t ) f Y ) ,  ~'(t) existe et ~ ' ( t )  = 1. 
Utfisant le ""Browniarr scding'" nous pouvons dane daulire que 

d, x"' (t) = ~ d ,  Xa (Z = xa ($1) 8Si r E x i  ' faj") (* XaB ( I t )  E W )  

et. 

d, X"qt )  = dd, Xa (r = xfl (t)) si t E xi ' ( k t  (A)) (= xaa f t )  E Y*), 

De plusp comme dans le cas gknéral {t  "laAl) c {XE (t) E 9) F S ~ ,  pour 
P-presque chaque tsajedcsire? un icinsembie de mesure de Lebcsguc nulle, car 
Y est utie surhm de classe V2. 

Les thkorèunes 20, 21 et 22 çondrilsent Birecteaiei~t ii b: 
2 4  P ~ o m s ~ n o ~ .  Nous nous p1ago.s SDUS Ies hfrin~tbn2ses dkc thkorinie 20: 

Y est lShyperpIan ortilogorzçal d n, Y - {yl ,  O ] ,  Y = {yr. < O ) ,  V = {yI 0); rx7 
C e4; D ion& des cuns'fantm, 

(a) Si a = Je/(fi+ Jo), ie ~éniruteuu infinitésimal géi*éi.u/iué LM@ 
mk Ie gdnkratet~r S ~ R S  Br$? = Lo -: [çav+ DI,] A; p?Cx" jxs Y), 

17~ ( 4 ~ )  -k 8' '' &,-{IX)] VP P?aC'D ( x ,  y], vLl ~f~~ ( x f  y) ~ l f  [CB y {.XI f DIlr- (x)J x 
x h, ( x ,  y )  se prolnngen"conlinzdrpzerzt - rdaf Iue~rzllelat d x -- au fioisirtage 

dg Sa. 
(b) Si a'- fi/(& + fi)* 1, ydndrotriii. infinitésim<rl g4nértrlisd L'i' 

est te yfnéruteur wutu-adjoint : L"" II,,, =- P [(Cl, -t- DI ,,) ; P ~ ~ c ~ "  (x, y), 
[G""Zg +8s*7 a,] VA WC*' ( x l  y), [Clq (x) + (x)] V,, e"sD(x, +y) v)f 

[CI, (XI +DE, (x)] bx PI"."'' (.Y, y )  se ~ ~ ~ ~ ~ O J I C J E M E :  et~ntita~amet~~ ~614 vuisifiny e 
ale Y. 
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