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A. TOUATX (ORSAY) 

Abs~rnct. Let M = (Ad (t); I E l)i be a antre& square integrable 
rnartingalq index& by T = N or T = R , ,  whose pprcdic~ble quaciratic 
variation is dcrroted by (((M)(t); f . ~  T), The main problern wt: iaves- 
tigati: ds the study of the joint mnvergena in law, whcn d i ,  OC., of the 
processes 

wherc: a and z are awo inmasdng fiincuons. To snlve this psablem we 
use tham twhnlcd toola (each of thirin havilig its an% Uttemstf: 

- a lianit tbarean Fm compa3ed processes; 
- a b i t  thenrem for random change of tirne; 
- a rnethod of enlarang, ihe probability spae on wfiich M is 

Mned.  
This approach looks to be eficicnnt as far as cfe asyrnptetic 

behaviriaur 05 fmct~onds af recurmnt Markov ar semi - Wak.0~ 
prnleissw ii: coarnniad. S m s d  ex.ul@es esHustrate the develo+ 
tileo1-y. 

Ce t r a v ~ l  çampI&e .tes résultats que nous avens obtenus dans 13111 et 
Cd2]%a. Soit (SIZ, .F, F ,  P) uran espace de prabaUt6 murri &une B~iftrael~n 
F - (9,; t E T), oU T - Pd (as discret) wu bien 2' - W, (cas continu); an 
suppose que n" est ciurttiwue droite et P - carnplo2i;te daas la cas çoatinu. Sur c ~ t  
egpsE3acr: donne M = (M(s); 6s "H") une ( F ,  P) martingale mataéq de car& 
intépable pour tout t, dont on note <(M )- ((M)C2); b~ T)  la variation 
quadratique pr&visilsae, [Ad est aupposh ~csntinw à droite et lifnltke 2 gauche 
(ekrl-lsfg) dans le cas  ant ta au,] 

Le prsblGme priacipal pas6 est I"4itude de la çanvcsrg;crilcr et1 lui majuinte 



de Pa fa~nille de processus ( M A ,  (M,); A O), oit 

et a, z sont deux foncicions croissantes vers -t- a, convenables. 
Pour rhsoaadre ce prubl6ae nous adoptons une dharche essentiellemmt 

basbe sur les trois outils techniques suivmts: 

(1) Un rbsultat de convergnce ea loi pour des pro~essus composes 
a-béordrne 1 et son corollaire): il skgié de domer un cadre généml pour que b 
famille (U,o A,; 2 > 0) conver- en Loi, jonque CU,; d > 0) est uile famille de 
processas &els cdd - lag et (A,; /1. p. O) est une famille de processus eàd - f&g 
positifs. 

(2) Un rbsdtat de changement de temps (cf, Théord~lle 2): il s%&t de  avoir 
quland la convergence en loi fl~e-dimensionneIfe #une famille de proassus 
croissants pùsitifs (A,; A > 0) vers un -ocessus (croissant) A implique b 
wmerpnce en loi finie -dimensionf~~:11e de 1- suitc de leurs i n ~ r s e s  & h i t e  
vers d u i  de A, 

(3) Une methode de gosslâsement de Tespacr: de probabiiitié (a, 9% P) 
pemetlant $identifier la. loi limite des processus ( M A ,  < M ) ;  R 2 0) (cf. 
Théor&rne 4j. 

Ou&@: f'ubtentfon de la solution du probleme posé, ces outils techniques 
ont urr ingret intrinshue et leurs carnibanaisans nous permttront de dégager 
beaikçoup dkpp1icaeio11s int&resszntes. 

l&e plan de i"ahc1e est le sllivmt: la Jnrr de ce garagraphe est mamcrke aux 
notations, Au par-raphe TI, un demontre les rksultrrts CI) et ((L et au pragraphe 
III on donne qr~elquw exemgleii, $application, Au prapaphe IV on dkrnonme lai 

thkur&rnei pkdpal, puis sa I'applique A I"analyse du csmpartemeftt stsymp- 
totiquti. des t s m p  &occupation Cui2 processus semi - maskovim rriicwrent. 

Natatiailas, On disignera par ?& - 3([03 + XI F. R"") I'espsfce de Skaro- 
khsd des fonctions càd - 1Ag de R ,  dans Rd, musi de si? topologie habituelle et 
9 = 9'; %fd = %IR+ Rd) llespa~e des Eomtions srrntinues de R ,  dans Rd,  nun ni 
de la topdo@e de la canvergenm uaaiSortnc sur tout. compact de R+ et 
V = gr ; 3"' le sous - ensembb de 9 dcs fo~ictions croissantes nialles en 0, muni 
de Ilw toplogle Induite. 

Une fanUXle de p ~ o ~ m s u s  càd-l&g (U,; rZ 0) B vdeurs dans R s t  
c i  - tedue, si elle est 9* - tendue et ses valeurs d " d h Q r e n ~  sont da prag.cssus 
ecantinus. 

On utiliser-, les noaadùrrs suivalites: 
gfd. U,-U gour "les lois finies-dhrunsir~nneUes des poisessus [Un)' 

coi~vergerit vers 6i11jes de trWl 



U, :$ U pour "les variables alkntoircs à valeurs dans I convergent en loi 
vers W. 

u,&+ U (resp. U, Zr P p.s.3 powr h convergence des variables 
aleatoires (UA) en prababaté ( r q .  presque-~fire) vers tr saus la loi P. 

AUb) = Crjs)-U[s--) saut du processus &d-l&g U en s. 
1,, tadicatew d'une partiie S. 

pmae entiere du &el u. 
Tous les Focessus ii -temps continu cgns_idkrks daas la suite serant 

supposbs cid - Mg. Exadln Ikbrkviation P.AvX. (regp. v.a,) signifiera '"meessrrs 
$ açcflrrlssments iüdkpendanQW (~re-, '"variable a16atairen), 

na, ~&o~&ivris7n; EamTEs 
PBm P3iB BBSERYATIONS EN FBIEIS ENSTAPJTS AL~ATQEREX 

Dans ce paragraphe, an donne un thkor&me limite pour des suites 
d'sbsewaticsns en des instants aléataises, un thCorcitme de çhanpment de temps 
et quelques exemples &application. 

Cla fixe anne fois pour toutes un espace de probabilLt6 (a, F ,  Pl; taos les 
posmsus: et les v.a. conr;id&rks dans la suite sant supposks d6finis sur cet 
espace. 

B11.1. Tln$ur+me de eomwsiissdon. 

hm 1, Soit (UA; .AZ > 0) une famille de processus r4eh et (A,; i?, 3 0) 
une famille de pmcessus réels pasitfs, vdi$ilurtt I'hypothèse suivante: 

CH) Il existe un proessus G O I ~ ~ ~ E U  U et t3~1: processus posirfA tek q u ' o ~  ait 

Si et1 &s les processus (A,) sci~zt crczissarirs et: k proeEssw ril e45b mirtinlr, on a 

Pbg l" (u,, - - 4 3 ~ - ( ~ ,  A) U,QA,*  LI. A. 

i ~ t l  a,  b sant des fonctiow de R ,  darts R ,  croissanaes a m  -+ ca, AIOYS a w s  
i'hyp0bBI2~ (kI) on a 



Si an plus le praeesms A" F S ~  croissant el le ~ T D C E ~ S E I S  A est cundtrtu, an a 

Le corollaire est me mnséquençr: imkdiate du thkor&me, dont ia preuve 
s'appuie sur les deux lemmes temvmts: 

LE 1. Soit (U,; A. > O) une famille de processtrs r4ebs et T, 
= (Ti, . . ,, Tl; A > 0) une fsa~lrlle de u.n. ci zlaleurs dans R ,  telles que 

Alors 
2 *a,pp$ 

$U,CQl, Ti; k < j < q ) - - $ , ,  * ( U ( T 9 ,  Tj; i g j g g ) ,  

d is  que pour tuut I. G j 6 q, Ti  est pas un ifastanf dg saut Us 
D i m o n s  t r ariari.. Pour sirnpffiélî- les kritures on suppose g - 1 fie 

raisçmnement est le mGme lorsque q > l), Capplicatian 

est continue de 24 x bZ, (muni de la. topolog6 produit) dans R x R ,  sauf 
kventiielleme'~1t sur I"en:nsernble r - (cm, $1; dwts) f O] qui nkest pas chargk par 
la loi de [U, Ti) par hypotk4se; d'ou le lemme. er 

Le ler-nme suivant est essentiellement dB A Cl], flous en rappelons Xn preuve 
pour Za commodité du ziateur: 

 LEM^ 2. Soit (UA; lu > O) unefamiIEe de proctcsszds r4els et (A,; IV > &)) une 
familit;. dt? procasus çrciissafzt~~ Supposons que 

En cua~iqaarince, si les processus (U, )  et (A,) snat V - ttrrzdus, il en w de rndm des 
pracessus (tf , cr A ,). 

l ) imonstral ion,  Notons pour M > O dona& et d = l ou 2, 

res;pectiv@manb lhqxice des fanctisns çhd -Zig de ITJI, N ]  dans R%t Ibens;e:mbb 
des fonctions çroissantes do [O, NI dans 4 munis de h topaloge de 
Skcarokhod. Naaofrs kgaiement et ;?ai  Ics sous-ensembles des fancrions 
mcsntinues de 9h et 3; respectiwemen.tl munis de la topoltû~e de la sonivergcnce 
ornihme. Puisque le. proassus U o A est coatinu, il sufit de d6muntre-5 que 

u , ~ A , ~ u ~ A  pour taut N > O .  
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Supposons que Bi  x $3; soit muni de la topologie trace de ceUr: de 9;. 
Puisque leapfliltcatian (es,  a) -+ w o a est caa~tiuue mi: %?& x %'$ et nail. bypatbese 

La, deu~6me wsreraon du l emm sbobjtient pgr un argument de sous - suites (on 
peut msS3 l'obtenir, en raisomant rjjrectemeat sur les modules de coatinuit&}. 

D6woast ra t ioa  d u  tXICor6m.r: 1. %a preaiièrei assertion du th6or6m 
aksulre immidiatexnent du bmme 1, En ekr, si (t,, ,.., $JE& et si 
TA = (Tl; 1 6 j G qj avec Ti = A,(ej), Ea famille dle v.a. (UA, q; li > 0) 6rifie: Ia 
condition du bmme 1 d7apr?s i'hypothdse (lia) et ce l e m e  sPapp1iqm car le 
pmcessus U est contku. La deuxlGae assertion du thkarC3me rksdte du fait que 
sl en glus les procmsus (A,) sont croissmts et Te processus A est eoalinu, les 
processus (UA,  AJ ~unf  Bk-tendus, I'hypoth&sr: (H) implique 

&apds le lemme 2. r 

K21, Um &hrkme de cbaagerne~t aile temps. Dans lm zppII~at_2ons des 
rhsiultafs prkkdents, Eeis v.a. (A,(t);  X > 0) ozi bien 1m v.a, (l;l; K :, O) sont 
sauvent des vaIeus's de prowssus inverses d droite de processus domgs ou bien 
des temps d ' ad$  8ati I'utilitti: du rhuIta't suivant 6nonck sans dkmrsnstration 
dans [$]: 

&MI! 2, Soit C <bm p~ociossess croissunt et Ç-i le pracesstss inue~se 
d droite de C (C"(t) = faS(s; C(s) > t)).  Supposaas q ~ f l  exkte deux foacilcrions 
H, u de RR, ca~rtinaes d droitev crotssal;~tes U ~ S  + rn et U Y ~  ~ T D C ~ S S " W S  c.roigsanf 
tt71s qw 

[a) (H CI C(2 -))#td (2) ** 
(I3) le procie"s~~y C est sens plat .faxe (i.e. Ç-"est salas ds'scarsl;irzui~GJ fixe) 

tresp. C' mt srrictemnt Ç P G I ~ S S ~ R ~ ] ,  

Alors 

ad u-',  Hm' ,  C-' S O R ~  Iieis tt~~terses cl droite der u, N, C. 
D8man;stration. Afin de hpWies  lei 6&tisms, nous la donnons 

udquemtnt pour les lois unidimnslan~kct:If.es (le r&onnement est Im: marne dans 
b cas &nérd)* Paur obtenir la p ~ d é r e  assertion du thbor&mq B suffit de 
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montrer que pour taut r > 0: 
h;o- "KI 

Cl); A 

Snpposans qur: le processus G soit difiai sur un espace de probabaitk 
amildaire (a, .F, F) et considbrons r -, 0 et t un point de conrinuite de la hl de 
C" "(r) Cie. F(C-l Cr) = t ]  = Li6quivalenee suiwmte vâlabfe pour toute 
fonction f cdt, R ,  dans 1, positive, croissmte, eonthue à droite et pour tous 
x, y dans Pt+h: 

mus permet d'hcrirle 

{c-% O B - " P ~ ( A ) )  At)  - { ~ - I ( p u ( n ) )  c(at-)) 
= {ra(A); < ~ [ C ( k t  -1-1) 
c {vu(,?) 4 H ci C(3,t)). 

Par cormshqzient : 

Par ailleun sn a 

Vu le choix de É et l"abst;nm de discontinuité fixe du pmmssus C-', on a 

D'aprk (a), (2)> (4) et 1% çboix de t ,  on a 



Comme la fondion &f O H- ' est croissante et T-E o H- "XI = x en tout 
point de conthultb x de H, on a 

Compte tenir de (5)  et (6), on a fl} et la premidre asartion du tiitor6me mé 
etablie, La deuxième asacvrtfon rksulte de la premidre en reniaquant en plus que 
si C est &tridemernt c~oissant, Cd' est continu, donc 

k d v a u t  d dire 

Remarques. Cuitrctduction de la fonction N daris l'&non& du 
théal-enze 3 nkest pas artifteide car f EL o 42)- et Ç- k H - "ne sont pas, en 
gkntral, identiques. 

(ü) Le thkoreme 3 p e m t  de voir que I'applia~on a -+a-' est continue en 
restriction Èa. %"ensemble der; fonctions striGteraent croissantes de 53'. 

(lii) Si (CA; 2 0) est une famille de processus ciaoissants tels que 

IIHEml. Une vmiatn aitwmpto~que da &h.asls&m de Dub5 
Soit M - (M[t) ;  t 2 8) une marsastande con~aue  t e k  que 

a 

Ti egsl bien eannu que B = (Pulai CM) - ' (0; t 3 0) west un. muvernent brownien 
standard el que 

M - (Bo { M > ( ~ J ;  t .: 0). 



CSa se propose de donner une version ciesyrnptotique de ce rksultat $O 
A Dubins-Schwartz-Dambis. Plus pskels6meog soit M = (MCt); t E T) une 
mafiingale rkelfr: sur (Se, F, Ph ~ e ~ i t r k e  de inttpable pour tout E et 
adaptée la filtratian F - IF,;  t~ aP)i, OÙ T = N (cas discret) au bien T = W, 
Ceas continu) (F .est supposb continue a drr>lte et P-complrjte dans le cas 
con~nu), Posons 

(M)-% (r) - infin 3 O; <M)(i2 4- 1) 9 t )  (68s di~~f"eil), 

CM)- (t) = inffs: (M){s)i  t) (cas continu) 

et conadérans les deux liypai-h&sez; suivankg: 

[ù) II iekste uo proeessus croissant, continu, sans plat fixe A et une 
fonction Y de R + dan& R + continu- strl~tement crolssaslte vers i- oo, tels que, 

9 f . d  n,*A 
où 

AAt) - (cas discret), 
vCrZ) 

R,Ig) = 
Cles'> IXtl (cas continu]. 

44 

[ A  M(k)  - MEL) - M(k - 1) (cas discret), 1~ msuae de L&vy des 8aitts de M], 

" S & R S ~  3. Si kss JaypothPses O} et (ü) smf :  vkr@4esP alors 
(1) B,*&~ od B est un morniemenl brownien p i e l  standard et 

M u (M) - "cent]] ( C ~ S  dtsc~er), 

1 - M ( [ J f ] )  Ica- discret), 

1 - M t  (cm conlincl); %rn 



Ea coawrgemce en loi da maraifigales 20 1 

alors l a  pracessw (U,, A,; Â, > 0) mnt V2- tefidus et kurs ual~eiirs d"adhé~mce 
s~~ont d m  processus de la forme (U, A), od U est une mrnniragate, teterle q*se 

( W )  = A. 

Dti rn on s t rat l o n. ( 3 )  D'aprk le tkkorhme d'adt  BA est une rnartingage 
~ m l e  de tame Intégable, de vafidion quadratique prkvisible: 

A- "M) o (M) - ' ( [A t ] )  (cas discret), 
A- ' (M> o (M> - (At) (cas continu), 

Par eons&uent, s i  on montre 

(v, mesure de Uvy  des sauts de BA*), on pourra &mer (cf. C43) que 

B A * B ~  

oùi B est un. mauvement hwrucan standard. Pour cela remarquom que 
I"ypoth6se Ci) équàvaut $ dire que 

ear A est cranbnu, pax suite: 

où k/ = ( M ) ,  
M ~ s  A est ausai sam plat Bxq doiil: 8;s-rès le tbéçrr6me: 3: 

Vu (3) et {417 le cosollalte du t$&oré.irie 1 nous p m e t  d'&mer que pour 
tout t > 0: 

Par a'llems an a les ineligafitka &videntes sislvant;es; 

V a r ( t ) . - c ~ G V o r ( ~ ) + d V ( ~ [ ~ ] + t )  (cas discret), 
(al 

E G Voz(r-9 r t +d~" ( r ( t ) )  (cas continu), 



dane compte tenu de (5) et on a (1). Pour obteafr (21, on remarqm que le 
changement de temps .ç est adagtk & la martingale M, Zest-6-&re M est 
constate sur les intervalles de constana de ( M >  (cf. [73. Dms ce cas on peut 
afflmer [cf. [4]) que pour tout e > Q: 

Gram (41, (7), I"hypathri?se [il) et le coropaire du theoreme 1 on voit que 
(21 est vérifie. 

(2) Le faPt que M soit canstante sur les intervalles de constance de ( M ) ,  
nous permet également d"afimier que peur tout t O: 

(8) Ua(t1 = Bn(~)(Al.(f)* 
Qs I"hypothése (i) ImpIique, d"apzks Ie theoreme de Rebolledo (cf, [4]) que 

les processus ( U A ,  A 3  sont %"tendus, Donc d'apres (81, 1, lemme 2 et la 
premiére partie die la d&monstrati~n, leurs valeurs &adhérence sont de la forne 
CU, A) = (23 0 A ,  A), ce qui achevie fa. d&rnonstrar;ion, BI 

Dans le (fréquent) où B et A sant hdkpndints, la loi de ( B o  A, A) est 
unique et 

Mais les hypotlk%-ses (1) et (ii) ne suffiset pas, en glenkrd, ni pour ktabltr I"unicié& 
de la InI du couplte (B, A),  ni poiu ktudier la 103 Ilmite de (M(tlJ $. Ce@ 
pourquai dans le para-aphe suivant, on utilise une technique de gr;rassismeP;t 
de I'espaee (a, 9, Pl. Gpendant, lorsque dans Ci) la mnvergence en loi est 

?e: une convergence en probab~ité, les processus 123 et A sont 
Indbpendzsrrîs (d. [12]). Dans mrhins cas particuliers cette uniçitii: peut Etre 
htablie dire~temesl. 

IZI.2. Lai ssympaogqm de M ( ~ ) / ~ / c M ) c ~ ) :  dwx exempl~.  
. E ~ ~ ~ P L E  1. S U ~ P O S O ~ S  que 

r t -  l 

M ( @  - ~ ~ ~ E c - d .  l -Sfg31 

k * l  

où (T,, S,] est une marche alhafoire sur W2, vk~flant 

fan s aists 
I L I 

AJr) =-T{M>([;bt . ] )= [T?(s--)ds- 1 q 2 ( 5 - ) d ~ ,  I Oi EJJzrllZ 

1 1 

Ud(f) = - Mf[Ât]) = 1 r2f~- )dSRf~)  
*i O 



06 .CI = (Gy, G1) est ~ f l  PqAITr gaussien wntrk de matrice de vananot? - cavafii~na 

II est fade de voir que l'hypothèse (ii) mi vkPifi&e par U A ,  T/e rbultat (9) 
implique en pz~iculier que: 

par suite 

Si 1 e ~  marcha (Tb et sont independantes, on a g - O, donc le pracesszis 
G est arn innuvernent brownien plan stmàord. Bans ce mx U est une 
maurtiingde par rapport à Ia filtra.t-ion (%,, t >, O), ofi 

el on p u t  dors vkrifier: que Ho suit la loi narmale mntrée rkdatite A'"@, 1). Si 
lm marche& (T,) st (5,) sont Ideariqw.s, on a ~p = 1, donc C, - Gs - B est an 
mouvement bsowLlm~n rkel standard et dors 



Nous n'avons pas pu dbtermlner la Ioi de H, qui est int6re,sante 
$ coanzritae p u r  certaioies appIicatilrns statistiques (cf. Ç1 Il), mais il est d& 
qlukelle est distincte de , N ( O ,  1) car 

Par cont.c&qweri.t, les kypothhm (i) el (ii] a"imp1iquen.t pas, en gbnbral, que: 

5 

= f f a ~ i C ~ l d . B , ( ~ l *  
0 

od ( B i ,  B,) est un rnowement brown3en plan standard et f est me foneejian 
satisfaisant les prolsprieteis suivmta: 

Posons 

41 2) a,*a = iif ll:i,3 
nù I ,  est Ii: temps Imd de BI a S) et 

f 

(15) <BI, Bz>(t) -" 0, , B i  = 0 (M, B2)(t)  - $ f s ~ ~ [ s ) d s ,  
0 

d'a& 

mr f(x)dx ;-; O (d [&]), Vu (12) et (13) 0x1 m déduit que 



oli CU, BI, B,) est une mar~ngale cotztinae vh~flant 

Doaç d'ai.pr6~ le tIfi&.arhc de Kni&t, 11 existe un mau~emenk brownien 1:E:eI 
stmdard B,,  hd6pttind;anr de @, , B,) Et;t sel que ( U ,  B,, B,) = Cf!, o A,  B, ,  B,). 
PET suite: 

m.%. Lais 1Lrrnltw iHe temp 4'aBteinte dle niereau, Soit Z = (Z(rs); rt E fYJl un 
pr3ro~asus rh1 6 temps discret, nul 0. On stippox qu'il existe utz processus 
e f  nui en O et iiae fonction u de R ,  dans R,. watinue et strictement croissante 
vers + m, tels que pour 

on ait 



Par con8&guent, si les proessus et M* sont sans plat fixe3 le thtareme 
3 implique! 

où a-' et M*"' sant les iaversrvs B droite de: i\;i et M*. 
Supwsons de plus que le processus U soit symétrique let continu et 

&tudians les lois h i t e s  des prowssus arrêtés (Zo~ ( t ) )  et (Zo z*(t)), 
D'8pds (id), k ~oaollairn du theoreme 1 et le thkorème 3 on a 

Comme eJ est continu: U o H ' l ( t }  - t, ] tToM*- l ( t )~  = t  et 151 sydttie de 
U irnplique la loi de U o Me- "(tS est identique $(a, + 6 -3, ad 6, est 1a m w e  
de Dirait en a. On @en deduit 

Ces propsiitks s'obtiennent également en remarquant que (14) ~t :ta 
continurté du processus U impiiquent 

donc par le corollaire du tbkor6rne 1 

D'od (17) gr&m am inkgdites évidentm suivantes: 

1 4 ~ o ~ ( t ) . = d ~ ( t ( t ) ) + t ,  t ; . , ~ ~ o z * ( e ) / - r : ( d ~ ( r * t t ) ) j + t ~  

LES rksulrats pr&dents sbappliquent Sarsque Z est une marche alkatoirlr. 
tdk que P{Z(l)f  = 0, E ( Z 2 ( i ) )  = a2 < a, ou bien lorsque Z est u n e  
fobzçtiannçlle additive marTclngale d'une & k e  de MaI%ov dczlrrente positive 
de mesrrirr, Uliralranlt: ~ t ,  *rifiant Ep(ZZ(l)} - crz < eîi, Dms Ia deux @as (14) 
est vérifiée avec .(A) = c r f i  l;it U un mouvement brownien réel standard, Il va 
de soi que daas le, cas markanen 1% rksuieats sant valahles sous fa loi Ja, et 
SOUEI la Jcri iB, {cf, CS"). 

Supposaas que Z = (Z(t); t 3 O) soit une version monigue de la dfision 
salution Mble de 1"équa~on MerentJelle stocltasl.iique: 



La conmrgence i@n hi des martf~mks 207 

ail I(BÇt), 1( 3 O) est un mouvement brawnh stmdtird. Si la fonction b vkrifie la 
canditiou b2(x) - -1Yx2 (1x1 -, mi.), au K > Q est. une wrrstaat~, ae a alors les 
propiletks suivantes (cf. [IO]): 

Z est r b r r e r ~ t  pusi%%; 
la fanc~on B est de camb htkpable par rapport 21 la probabifitk ixlvanmee 

p de Z: 
X 

~ l . d 4  - Cexp(2 S: ~CYI~Y) dx 
- m  

(C > 0 carustante de notmdi~atlon]; 
j B ( ~ l d ~ ( ~ 1  = 0; 
il existe g E S 2 ( p )  tel que b -i OC Â est le générateur fort sur 2P2 (pJ 

de 2, 
Dans ces nonditiaxrs an ab (cf. CIO]] 

t~; = - 2j" bgdp, U est un mouvernent brciwnim rbe1 standard, 
Posms 

z@) - infis; %(s) 2 t), z+(t) = laf(s; jZ(s)l 3 t) 

Le meirne schhma de raisornerneal, nor;is permet d"af%imer que 

06 Mm' let M*-' sont ks processus invesses A droite dc 

Mjz) = sup U(s) et M* ( t )  = supl 1 ar(s).)E 
s G t  r C t  

wspeetivement, 

HHAI i";ai?néralb~oaii da t$br&me de arcr~lcravelilemema Soit (Z(n); n E N) une 
suite de w,â. r6ellm v&rG"xanl les hygotheses suivantes: 

11 existe deux sombres rn > Q et cr B 0 et un processus coatiau. Ci tel que 



Compte letru de (191, des InkgarIit6.é..s évidentes ~Uivantes: 

(201 t(~,(t))" 2f "G,(t) G li4Z(z,(t)) t))f t(z,(t)1" 

el du fait que 

En appliquant le caroflaire du tbkoreme 1 ;au couple (W,I,,, A,) on en deduit 

kes rhuitabs. prkbdents s'aappliqumt par exemple lorsque (E(n)) est une 
marche dkatoire sur R tel& que E CZ(1)) = an O et E (Z2/1)) - mZ d- a?r2 OU 

bien Iolssguc (Ztla)) est de la forne 

O& X = (X,; k E N) est une châit_le de Markov gkom8triquemeniot récurwmte et 
f est une function îklle telle que 

en nahant p la paobabsité invariante de X et g une sollution de VhquaGlaa de 
Boisson: (1 -x)g = f - p u ) ,  A étant la transi~sa de X. Dms ces deux cas U a t  
un mouverarent bramien réel shndard. 

rv. UN RESUEFAT G&N~RAI,  

rhPPUCATI41,N AUX C w ~ ~ %  SEMI -MABM(BVlEHP;IW 

lVel, On se place d m  le: cadre du paragraphe 1: (a, F&", Pl est un lespam 
de prcrlirrbrlatb m u a  @une BtraGern P = CET) ,  I r =  IV ou bim 



La conueFgmce en loi des martingales 

F = R+ QB est sa.ppo&@ con~nne; d droite et P - complete dms Xe sas contjau). 
Sm mt thspa~c on donne une IF, Pl matthgale centrée de car& îxalégrablie pour 
tout t, M -= (M(E); t E T), dont on note (M) - ( < M )  C E ) ;  t E '8")a varàation 
qria\draGque lprkvEsiMe, Notre but est d'ktildier la mavergence en loi conjointe 
de 129. faLrsil'ie de semimartjngdes (M,, ( M A ) ;  A > 01, ail 

fi, T &tant deux fonctions çonvenabfes de R,  d m s  R ,  croissantes vers +m. 
Supposons que t'on puisse: construire un espace de probabilite tilts6 

(a*, P*, BI*, P*) et deux fmflles de v-a. (M*(f);  t E T )  et (Te(vr); n E N*) 
v&i&ant !es hypothdses: suivantes: 

fW;- 1) M* - (M*(t-); t e  T )  est me (F*,  P*) iaiarthgale centi.k de carré 
inthgrable pour tout t ,  

(R - 2) f ""(a); n EN") est ' llae suite dé: FQ - temps d)xr6ts telle que 
T*(fa)T oa P* p.s, 

(K - 3) (CMQ) es T*(nj)/n 6' P* p.% 
(K - 4) 11 existe deux fonctions t6, L de R+ dami R , , continues striçtement 

croissantes vers -i- ço, rm mouvement bltownien r6el standard B et un proessras 
csoksa~t, nul en 4 sans plat fixe A, tels qu'en psanf 

(K.- 5 )  La loi du couple < M e ) )  sow P* est celle de (M, (M)] sous Ho. 

Da~fsiis ces candi~onç on a Ee 

M a d m  4, Soit (a2 9, F, 1$) un espnce de prcrbabllîrd +fil@& et 
M = (M(t ) ;  t E T )  @Me ( F ,  B) mrsrdireglile catrke  de carrd indgrable pour ~ O U E  t ,  
dont an Rate ( M )  = ( (N)( t ) ;  t E T )  la uariulriotn qutlldratique grduisiDIe. Sap- 
posons qw lbrz pisse  mnstrul~e an e,ï61ucle de prçrbabFEité$Z&d (a*, $*, P*, Pa) 
rf dwxfamiiles de n.a. (M*[I.);  t. E Ir) et (T*{Pa); a e IV0) sur cet Cispme, sati$aisant 
les hypotlzhses (K - l), . . . , (K - 5). AIOPS ~ O S L Z I P ~ ~  

1-6- "A)] [ca..r LZLqcrez), 
T C X )  = 

L; "Lj (cas 



on cr 

En outre, sii A-' est continu, 

Dkmonstratioa. Posons _N'Cf) = i d ( n  & 0; %%$ > 1); d'apzes les! hg- 
psîrheses (EC - 3, (K - 3) on petrt aEmer que 

<M*>(Etll 
M* (0 

li---, s2 (cas discret), 

63 
<M*>ltI 

iV-*CO 
u2 (cas continu) P* p,s, 

En utilisant (K - 3)$ (K - 4$, (3) et: le thboréine 2, on voit que 

{&(O, n2r, A - ( 8 ) ;  1 3 0). 

812 en deduit pas cépplication du corollaiw du théar&me 1: 

2 f . d .  
-RZ+ (BCG" - ' ( i ) ) ,  n% A- '(a; t 2 O). 
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Appliquons maintenant 19h&@it& de LengIast (cf: [4]): pour tout 
O ~ : c t . ~ . g l ,  an a 

donc compte tenu die (1) et (31, le second terne du membre de droite de (6) tend 
vers O, lorsque A-* m. Par suite, posaxlt 

Vu. CS), (3) at I"hypcrthlse (K- 51, Ea gremikre ~zsertion du &th$çsreme est 
etablie. ka sewnde rhsdte de la grermlere et dia thkorgrne de Rebolledo [cf [dl), 
cw si le proc~ssus A-' e ~ t  cantinu, Xa famillie (A/IX, ( M f ) )  e?~t 9 x gQ tendue 
sous B* et donc (MA,  CM,)) est x 23' hndue sous P par r"hypeth4sr; 
jK - 51, 1 

L"irmtroductPan de Yespace (a", S*, F*, P*) est évidemment n4c~ssaiw 
p u r  la constrw~on de la suite ( ~ ' [ n ) ) .  Mous rf:nvsypans le l&em ii [f i], [93 06 
mtte m6thorl.e a &té utlllske pour rktude du comportement. asgrmptotique de 
certaines Eon~~onanelles additives $un processus; de Markov (A temps di~~rel. 00 

continu) z6crir~:enl au sens de H a ~ ~ i s ,  lL"¢àccmple suav;rnt montre que la 
çanstruetian da la suite (~"(n3i) peut se faire ""sans pgrosgissememt" dans ua cadre 
l&g6remezzt plus gknkrd que @lui du bbbor2rne 4, 



et idksig~nons parc ((X,, 23; n E M) les appli~atiaas caordamCesi de 52. Pour tout 
XE", on pmt construire urne plrababrlîth $t, sur (a, F) telle que 

06 F = (S,,; i2 c N )  est la Eiltrailon naturelle de la suite (Xn, -cd. 
(a, 9, P ,  (Ps; x E & ) ~  ($Ynr T,); F I E N ) ]  est une chairme semi -mark~friexlne 

arronjque de probabilite de transition Q. On lui associe 1e processus 
E I ~  - mark avien : 

Y - {O, F, ($,; XFI;E);(YII;);  O G 1: s= Tm)), 

aù 

C X n i t ~ n ~ r e ~ n + i j o l  ~ = i ~ ~ + - v r + ~ R l  T O D = ~ ~ ~ T , .  
IpaOi 

II est clair que X - (9, fl* F t  (PX; XEE) (X,; n~ Pd)) .est une chaine de: 
Markav horno-ne de prababiJiit6 de arangtion 

Dans ce qui suit 0.11 s5iint&resse au comportement asymptotique &B v.a, 
t 

(j  f o Y(s)ds; t 3 O) pour une fonction f canvable, Pour cela on suppose 
O 
desemais que les hypclth&ses suivantes soient v k ~ k s :  

Ij) La, cha?ne X sldmt isn ktât récurt-eat a, tel que pour tout XEE: 

P~(E{X. = a)) = 1. 
n 

De plus, posant 

oti 6 > 0 eat me congtstnte et O < a  x: 3 .  



6) La fonction 
02 

x+m, (x )  - j t J ~ ( x ,  d ~ x d t )  
O 6 

est fi@ gour tout X E E ,  

On notera y la mesure invariate de la chdne X (definie 8, u ~ e  constante 
positive pr&s) par 

69 * P T  = a) = 1 pour tout XEE. 

En effet, pour taut h & O, 1e promgsus 

est une (F, B,) miartingale et rro tant (SB; E 2 1) ( S ,  - 9, ,ln suite des itkés de S, 
on a 

SlC 

ÇG(X,-1, hl 3 s,k-JSGi(lx, 4, 
1 

d"oU (8)- 

(BI Pas ailleurs soit f ~ d s "  fanetion telle que 

pi;.lsmt T,* = pour ~ 1 " ;  1 ( T t  = T*Ir 011 voit que Ir processus 

est une marche aléatoire saus P, pour tout X E &  ~ S S O C ~ & ~  8. la loi de- 
m2 

f j f o i  V(s)ds, T") sous Pn. Dehpllllus, le prowsus 
O 



est une (F, Px) mthgak: paur ,u - presque taut x, Pm suite: 

Donc ;d"aprds la lai forte de grands nombres: 

Posons N*(t) - inf(l~ 2 O; x% .I > b), on a T&(t, G t t T$t,J+ ,, par suite 
(9) fnrpliqire 

boU (en considerant &abord le cacas oh f est positive): 

ac @(A) = Cius, Id, est le P.A,L. stable moissant &indice s 8 < a < I, Xoirségur: 
(RH) egt vrak, $est - à - $ire 

Tandis que 

II" 
qfx] ----rn tE8(71*) plX pas. pour tout sc, 

A, 

lorsque (R.P) est vraie, $est - -dire ta("*) - p(ml) = { ( E )  < cos 
Compte tenu de (lO)-(12)'), et du. theuréme 2, p o u  tout & on a 

Cl 31 

ou bien 

avm v,(A) -- (RIC}", lorsque ((R.P;I) est vraie. 



Lu canuriugeirce w loi &s rmrtingules 

(C) Etu&oas nmzWntg.z~ant IF" où t [ j f  =O. Pour cefa notons 

ss" = f h E gL 0; h bormke, j~fJ1) - O et il existe g bornke 
telle que k c= (1-3t)g partout sur E),  

%? = ( l a ~ 2 ' ( j ~ )  n 92(p); p(h) r= O et il existe g ~ 9 ' ( & ~ )  

telle que h =: (il-n)g p p.s.) 

et introduisons les kypothè~es supg~~mentaims sujvantes: 

(jj) La fouetion HE, f appartient bi 52? ou bien $!?* 
(Jv) On a 

Alors, si m, f ~ % f  (resp. $1, on a. ml f = (1-73:)g partout- sur _E (resp. 
fit, f - (J  - n)g p p.s.)q en mnskquenm, le procegrnus 

Tvi 

ML- j foY(s )ds+xgo~, - , -g (X , ) ,  n 3 1 , ~ & = 0  
0 

est une [G, FC,) masthgale fonctionnelle rrdditivc (F.A.M,) de carrt in.tegsble 
pour tout x (resp. pour &-presque tout x'jP en natant 

G=(3n)r  , = u { T ~ ~  - - - 1  G, Xat . a + ,  Xn-lj.e 
Be plus: 

Par suite le promssas ( M { ~ - M & ,  < M ~ ) ~ ~  - .(iM-"),, Ge-- T*; pi 3 2) est 
une marche dkatoire sous P,, assacike k la Isi de (Mi, (MS),, T*) saus B, es 
on a 

E4(Mfl=@, Ea(<Jwf)s)= d"r,((Mf)3) = 4 < Cacslj, 

0.a en dkduit que ai [R.%i) est vraie: 

tandis que sl (RN) est vraie: 

sg.g* 
. ~ t . . t  (c18(2), A,(s); E' 3 O). 

Dans (14-1 et (15) B est 6vademmcot un mouvement, brownien rhel standard 
qui est GD ph& hd6peridat du processus A,, lorsque (R.N) est vraie; les 
çatxvergenses ont Ilbu SOUS Px pam taut x, 



Remarquons mai~italanr que pow taute f enc~on  c ; o ~  9"ii) positive, les 
variables 

soat indbpendantes kqiaidifittlbukes el ii~t&graértes sous PP,, donc d"apzks un 
rksuf tait dassique : 

Par conskquent: 

0 1 7  en deduit que si rn, f E @ ,  alors quel que sait t 0: 

i 
(141 -s~pln~(X,~,~-,)/-~~+~ pour tout x. J" S.* 

Ce résultat est kvidemment vrai lorsque la fonçtioa m, ~ E W ~  ear dans ce 
cas y est barnke. Compte Qnu de (14)illli) et du tkkorhmt: 2: 

s i u a  que ÇR.NJ ou bien (N,P) est vraie. 
On en dkdiait en appliquant Ie corollai~ du théoréme 1: 

Par ailleurs, les variables 
T';*i 

(' f tf[ou(.)~Js,p..2) 

P 
sont hdépendantes bquidjstribubes sous Px sdsn la loi de 1 Iff s Y(s)Qs sous 

B 
.Pa et an a: 

1" 

E.[ j' [ f l  0 ~ ( s f  d+i)Z < o;, ; 
a 



donc d>apr&~ utl f"esuXtat rappel6 cl -desissus: 

ce qui impbque 

1 T%*(SSI + x 
.f l f lo~(u)dir+p~. 

8 6 8  T%*<A#] 

i ls  r 7 
F~*\ia(ner T X . N * ~ ~ Z )  i i 

IJfoY(er)dts- J $aT{u)dul< 1 If)oY(a)dzr 
O O . * 

r~*inrl 

an a finalement 

sous Br, pam tout x, lorsque la. fonction ml f est dails % ou %?. 
Le Ihkorerne sraivant rhsume les rksultats que nous verrons $%obtenir: 

TE3ko~Sm 5. Sait (a, @, (Px;  x E n); (XI!? r J ;  ~1 E N) une chafne semi- - wiark~uiela~ae cc8navniq:ylse sur E x R ,  , associde d h probabilitd de transition Q. 
Notaa,~ X = (X,; n E M) et 

la chalne de M n r b v  et le p-cesslrs. srrint-mrlcouirra qui lui sorzt a~~sociés. 
Sfkpposuns que ks hj1pcrth2ses sufoandes soient tGr@4essl: 
%cl ekuFw X admet m etat r4cur.rear a rel que pour tobt X E E  

De p h ,  posant 
% == inf{n =. O ;  X,, - a) ,  



ma mie pour tout x E E. 
Alors OR n les conclusions suiaanles: 
(1) Pour toEkte fmçtion f' i~t&grable par rapport d lu Ineserre 

T"" 

<: F-+{(T) - E,(J I ra  F(s)s)ds) 
Q 

et pour totl~ XEE: 

lorsque (RH)) est vraie; 

gous P,, lorsque (IR.N) est uraie, d e~nditian de noter A,"I"tnüers.se b droite du 
P.A.I. stable crois6cisa?it d?ndicc. rx. 

(2) Soit f une fofonctloia satisfaisant ks propridtis suivantes: 
Laf~nçtian mif upparlicnz d GO opl hiere @ (W et @ sant d é j ~ i s  darzs Ia partie 

( C I )  de IV.2) et 

sous B, lorsqw (R.P) est  raid; B dtmt un ntozsvgmgrat brotvniet? r4el standnrd. 

SU@;S Px brsque est mczée; B Stoa un muraoemgrar b r . n l w ~ z i ~ ~ ~  réal st~~tr%srïd,  
knd6p~nd~~aS drr processus A,. 

Ce thhor6me s'applique, en partlc~illifer, i trnei file AV/G/~. Cette file est 
deicntc: par ta sui& [A,; iz 3 1) des instants d"arRv& des clients et h suite 
; rt 11) des inçtankq de dkpart: le n"' client amive i I'iaastatat A, et sort 
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à riinstant T,. Lesr v,â. (A,--An- n 2 1)  sont indbp:pendantes, ideIitiquement 
distrib~es sdon la lai exporaentldle de paramètre a et sont fndkpendantes des 
v.a. (Bn-B,-  I; n 3 11) siuprksentarrt les dusees çfe sewice* supposees égaJement 
indkpendantes, Jde~~tiqueracien t distribubs selon Ia loi P de mayenne b; et 

Qa stappasr; que toutes ces va. sont definies sur te mBme espace de grsbabilitk 
(a', F8) Pt]. 

Sait X ,  le nomlîre de clients dans la filie apr&s Ie $&part du n"" client. Si la 
discipline de service est: '"premier arrivi premier servi'" alors posant 
2, = - - 1,  T, - 0, (Xn, .r,; n E N) est une chalne semi - markovitnne 
A valeurs clarts Pi' x R ,  , telle que 

olir Q (9 = (Q(i7 j3  t ) ;  CE', j) E N x N) est dosnée par (cf. r21) 

La chaîne dl: Mmkov X = (X,; PZ E N )  ;a gour pubabilil& de transi.t-ion 
a -= /7ç(i,j)) OJ 

et iJ est ais6 de voir que X est irr&uctiblr: et a+"iudique. Pa mnséquent, taus 
les états sont rkcurrentu ou bien traesients. Ea fait, posant I - ab, on montre 



;ais&meul que eau les $tais sont transients, rkcwrents posit3f8, rrVeurrents nuls 
selon que I i, I < 1, I - 1. Dans le ças ou I - 1, si S est le temps retour de 
la chaîne X en O, partant de O, alors $4- 1 a meae Ioi que I'indice du premier 
dient qui n'attend pas, car X, = 6 &quivaut dire wI+, = O, oh q8 est le temps 
d%altente du azh%dient. Par ~eanskquent, dksiwant par J_I Sa Xoi de 14, - A ,  et 
par H*" sa nbm" convolke, alors d"apr&s [8], la condition 

CI1 

rt " "kPnfl - ca, OD --il = p < KI implique 
n = 1  

Pan suite, T* = TT vkrlfiie 

ce gui &quiiraut à dire 

La mesurrv iavarlantcr p de Iâ cha?ne X peut etse caslculke de la m a ~ 4 r e  
m 

suivante (cf, [23): si i(k] = 1 - sr,(@) - , . . - q,(cxs) et p = p(k) 6, avec 
m O 

p(O) 7" 0, alors 1 = ÇP(1c) et la s~ite.(~(k)) est Yunique solution du système: 
O 

~ l l ) q , ( ~ )  = bb(O)I(Q)9 

En particulier dans la cas rkcurmrrt positif, on a 

Par ailleurs p u r  g s  Pd+, on a 



La con*le.rge?lce c?ll lai des amtirzg@les 

Le cas 1 = i est utile & envisager, car il correspoad iatuftlverneîlt ci I"id6e 
dhun seruice mt~iwtum asstrre pour que la $te tourne. Dans ce cm, le temps 

I 

d'oisf vetk du seneur jusqs~lw'd I'instarrt t, soit J d~ vkpjfie: 
E) 

1 A" 
- j lrus=or&; t 2 ~ ( ( e i @ n n ) ' N ~ ( ~ ) ~ ~ $ ( f ) ;  r b O). 
$ 0  

Les ~zrlculs prhddents peuvent Btre explicités davantage lorsque F est une 
109 g a m a  de paramètre @A, 4: 

mais cela amdlre des d6velogpernerits. assez longs. B 
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