
A b s h e t .  Let {X(E), t e e  be le s~tad~nary gausslan field. We are I~oking for the 
(d-1)-dimensional a m  mensure OF the iagerscctiion with mrrr level of the Field 
r q u ï a d d  by canvolutian. Ilinder some c~a.dltions and with an ~pprapDated noî- 
maEzatim, this measusa eaover-s in La towards a l h i t  whjch is the local tirne, wken 
X admits a çonrirruous local t h e .  

1. LE css du WrKmer Fs d-pmnné&e%i (d 3 11, La th6orie du temps .I~.c;il dFun 
processus stochastique X a kt& klaborki~i par P, U v y  dans le ws du mouvement 
browniein. Depuis de nombreuses approwli'aatiions ont &ri: proposées; en 1984, 
Wscheiiçir [6] a proposé une comtruçtian du temps lacd du proassus de 
Wener & d-pârmdtres, en utilisant les rkgdarrisbs de X. L@; réwltai pBricIpa1 
est que s i  XJk) = $, * X( t )  mt me rtgularisaGon ate X obtenue lkaide aurie 
6"-approximation rle runite $a, si T est un e~~senible oirwrt borne, dont 
radherenm est contenue dans Pinteneur de [R'y et si le tmps lacd est defini 
de la manitire s~vante:  

Saitnt A et B des bsrklims rapectivewwt de R et R" fid desigmnt la 
mmum de LebP;sgua dam Rd, la mesure d"oceupatioa &(A, B) de; X est difinie 

et b temps Soeal k(x, B) est canacterisri: ranime: &tant une fonction sstisfaisant 

$"existence de vers\ions r&mii&res der telles fonctions est btudib dans [43 d c51, 
alors pour une mfidmue namalisahon d(e) &ordre k- OD, a: 

ori ai,, , désigne la mesuse $';Ur@ (8 - l}-dirni&nsiomeMiy et 



2, Paea cm 4m pa-lis stslbjw et mnffismerrs star dam&^ Id -. 1). Azab [a] 
a &tendu rbçultat aux grmassus stables à, ac~roissements ind&pen&nt~. 
Horens-Zmkou et k a &  [2f ont ensuite dmn6 une approximation ~KLLZfaire du 
temps Iwd pour me mrt;siùe dasse de pro~msnrs gaussiens stationnaires 
indeauhs par IEI tRmps. Tl3 ant btabli que si N,,,Ja, b[ désigne Io m b r e  de 
passa-s par dra de X, durant l'intervatle rl- temps ]a, bl ,  A,, le moment 
speckal &ordre 2 de X, et si X admer un temps Isçd &(a, ]a, bf) c~i~tigiicli en 
u au point &q dors 

Le but de cette: note est de g6nhrdisa:r ce resultat au cas ~ t l  le procasus 
X lest multindex6. 

Naus ghhra2isons k nolfon $aire Cd-1) naonadle û celle ds 
@nniCtre utile; daris Ees cas ou pour un processus Y et p u r  chaque 
rhcmllsatian de la surFace dhatoire 'Y Ce), I"enxrnble G(Y]  est tr&s inkgulier 
topalo@quementt Nom @ori%idérons 

lorsque XE est sb trajectoires rrontinua, presque sarenient Xe n% pas de points 
cfi~ques de valeur zkro et Q,(~(x,)) n'est aloras qae &a mesue $da- 
(;%- 1)-dhemionmue de G(XJ n T (vair m); noras montrons dors sous 
c$tt&eg hmo&Gsc~, qu'il existe une normstfka~on d ( ~ )  strictement pasit-ive, 
Sella: que s i  X a b e t  une version continue du temps lecal &, dors 

El rrst B mter que Ionque d > 1, les hpcrthhses de travaü sont haucraiap 
flua gknbrdilgies que elana. le eaa d = 3 ;  ~ c Z  proveflmt du fait que u -, l/ltull est 
inthgrable su voishage de H = Cl0. 

1. T"30to~~m st hgrpotiohw Soit (XI t ) ,  t E @) un champ aKaloire gaausa-ien 
mnbrk et sta~onnaire de covariance r ( . )  eontinuti: en dro ,  et de mesure 
spebsle FfdA)l suppcrste non n u e  sur les quadrants ouverts de R< On 
EUWUSG d > 1;. On nate Di = i3/dtf, 

Soit $ im noyau de .eonvdu;éion de cclmsa Ce  vkrpflant: 

On note $ h trasasfom&e de Fou~er da $. Csn d k f i ~ t  $e par &(u) = e""(w/~$, 
VtfaR" ~t Xa par Xe =&*K.  
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Salent A,(E] . . .> Ad(&) @)es valeurs propres de la matri= de covariance 
de &(O), 

Soit T un cube ouvert borne dans Rd dunt les ÇOtks S O B ~  pld~aUéIes a u  
axes de mordonnbs et de langueur C. 

Soit r,,*(s) - E(X,(-)X,(O)) noté. encore r , ( # ) .  
Si,, dBsigne le symbole de Kronecker, 
Si B est un Borklien sle Rd, nous appelons Q,j1Z) pFSpirn2ct.e reEatI;f de B par 

rnplport 6 T, defini par 

où Çk(p  d&ige SknsmZlle des fonctions de Rd dans Rd de classe Cm ct 
à support inclus dans T: 

R V P ~  Hl .  La EoncLlon de çovariaarcr: r i.érifie: 
(a] EIois dénv6es pa+tieUes premières: et seconde& de r existeni: en dehors de 

X'oorighe et sont bornees ii Les derivks ptnstiek premi6res de s sont 
à varlarioai bornke &utou de I'ori@ne. 

(b) Qn gmse HCi) = jx:dF(x) ,  " d i ~ [ 2 ,  d l ;  on suppose qai"il existe me 
direction j pour laqwHe BfJ) est infini. 

HY"O&SH H2. On suppose que I'on peut appliquer les farrnulex de type 
RÈce adaptées d notre prabl6me C61, 

HYP H3. Soit C(E) = (AlCe))-'; on supgosle que 

Soit A - MAîJ)JiJ, ori A, = siiiAi et p le rang de: A, On considère 
X = ( X I ,  X,, ..., X& oii les; Xi sunt des ~ai.aables alhatsfrivs gaussiesnes 
centre8 in&pendantes, de var-iancc A,, 1 $ i 6 p, et Eii - E(\I W ll,). 

ccrrirveucnt au J ~ S  de LZ(68-1 mrs m e  même Ekitg pmdr e et .t tts&nt vers adro. 

Golco~emi3. Saur iIes hypoeh&ses HZ, H2 et H3 es si X admi; un temps lacal 
L(a, T )  continu m u  ta^ wlrtt Z&V, a l m ~  

2. Comnieat~1hes. 
(a) Sur  H2. Ees fomdes de type? Rlm aitB1Xek&tb dnlkas azgtrt travd sont 

valides par memple lorsque X [esp~~t-ivement X",) est i trajectoires coninules 
(respectivement itZ& cI~~&E C4) [candition (A)] et si on a Xa propiet6 



I N E N ,  ' I d n a N ,  3~(C/n)? V G  <E(Ç/??), 3 n  < C/2n, " d t , ~ T :  b'r2tzX 
t3 E T teEs que Il r, - t ,  11 r: a, I(t3 - t2 11 3 C/n, la matriw de covadance de 

(XB(ti>, Xtc,), 3?,(t,)) lest non dbg&néré% gf39. 
Cette d$erni&re condition est v&riEk@ saus H l  dans let; exemples suivmts: 
f ~ ]  X est isotrope (r(t) = g( 11 t 11)) et $ est i n v a ~ m t e  par Ses transpsiticans 

et par srnetrie par rapport aux axes de coordonnées [condition (l$Q 
fP) -# et I sont invariantes par rapport aux axes de csordombes et 

60 qui est assure par exemple saus H3 forsque p =-id. 
(b) Sur H3. Deux as psi-tlmGers sant htkssants: 

(a) Les canditions (A) et (B) sont vérifiées et r irÉ:nfre Hl.  Dans cr: cas: 

En particdiiea, si 
g'(x) - xPSCx) pour x -3 0, 

ou K,, s u p p o h  nen a d e  est dlkflnie par 

où X - -sM(O,  11, ct SOUS Yhypnlhese $existence pour x #un temps lo~t~l! 
continu en Q: 

(3) ~ ( t ) l  - j-%, r3(t3, ri vériiie W1, r i ~ L t g  r,(O] 3 0, $(" = $ifti)l +i[x) 
= @I[--~). 6 consr~Ixl-" jSR$,(t)dt - 1, V ~ E C I ,  4, W ~ E W "  et YxGR*. 
Dans ce cas = û pour i $ jJ', Gt, -^ Ri ,8gi(iç), OU gE[c) = ni dl,c(;O) converge 
verg ni+, $(O) quand E -+ O,  et &, est Ic moment spcfrd d'ordre de= &un 
prsmssus A un indic@ de G O V E L T I ~ R ~  I;,,,. Si 
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alors, som l%ypothdsr: dbxistençe pour x d'un temps local continu en O et t.sous 
la condition (A) on ai 

Re rn a r q u e S. L"mamp1e 2 prmet  donc #obtenir un sous-ensemb1e de la 
dasse des processus i. un indi=:, satarfonnaira, de moment ~*pt*ctral d'ordre deux 
Inînni, qui contient une partie de la classe exbibk dans le cas d = 1 par [2], Le 
ça8 (p) soit un p u  du cadre de notre étude puisque a ne véxlifie pas W f (a,) mais 
an peut lbg&remenr: n~odifler la preuve du thkorème général (en ccirisidiitrant 

ent les cubes paHIdlement proches ail lieu des cubes proches (& CS], 
p. 105). 

Oa note: 
~,~t)=E(x,(~xlQ~)~ DRe(t)=(DfrE(81)iB 

OB dira. que x $ y ,  s'il existe une- constante k 3 O telle que x < ky. 
Comraienpiiis par demontrer deux lemmes. 

b ~ m  1. (1) 'lime-rQ CIE) = 0. 
(2) r,(f)  at y,&) tenderat. un$armémerzt en t wrs rft) qaand 111 tend vm zdro, 
(3) IDfhft)/, fU,Djr,(t)l et ,LlD,y,(t)l sont borrteCes (V E, $r j )  sur D(to) = { t  EP, 

Iltl[ > ta) par des ccirzafaranfes .se dkpeviclant que de t,. 

Preuve. (1) On put: toujours supposer que 

(en eaFet, il axlste q O tel qua infilxEl sir]$l[x)fz r O; on scirnsidixe alors q dkfinlé: 
par rpfx) - $fx/q), VXEP] ,  d'où 

&) 

8 s  j ..."$,, 
-#(el -s(E) 

&aprGs EIl(b): 
(il #%ya 4- a2 % 



on a 
(ii) -zJDZR,(0)aj =. A$$ G A,@)  et 

(G) c f ~ ) / r ~ ( +  = Al = 1, 
En ut disant (ir-fiu) on obtient lhg,o ç(&) = 0. 
(2) On monam (2) A IXde du tkibrdme de cunvergenw dçitniiriike de Iteh-uc, 
(3) Gracie à Sa. propriete de majora~on de fDi+("i, on peut deriver re ( . )  

sous fe signe same.  On a, alors 

O n  fait le changement de vaiqables t + Ê(U - 0) = h et on iatdgre aiors par 
parties, fi vient 

Dire(t) -: ( ~ / E ) ' S  $(u)+(u -+ (t - h) /~)D~s(h)dudk  = JCl), 

Soir t, O; on pose A = t,/3 etan suppose l l d l ]  > to =-: 3A.  On dkcoupr: R""" 
smwnt la pnirti~an: 

D~ = - l i ~ l r  G ~ A / E -  l l t l / / ~ ,  IINI < 4, 
DZ = (("9 ~ ) E B ~ ~ ,  -I/@ll 5 2+4/~- Iltll/e, llkll < A), 

D ,  = ((u, 3 a ) ~ R " ~ ,  llhll 3 A).  

et Banc; il exlstr: Ntt,) tel que IjD,r,(*)[ soit majoré par N(t,f sur D(t,). 

b u s  sinipillfier lm notsrleirsns, on suppose que i - 2 et j = 1. On Zlltege dors 
par pak"Eig;sg il vient 

D,B,r,(t) = (~ / e )~ '"$ (@~~~"fh)b )D~$[ tJ~+ la -h / e )dudk  - f (2). 

19, = {(a, F~)ER'~ ,  \d k ~ { 1 ,  ..., d ) ,  Ehk/ g $1, 



On int6gre par prtsties le teme sous croche& il vient #apr&s H1(a): 

Mais les dkrivQs padejles secondes de r sont bombes sur S x R ,  d"czia 

On dtmontre dle la meme fagon que dais (la?) que: 

Pour major~r Ij;r3(2)l, on Int&pe par parties en h, ,  d'où 



On fait alors un raisomment andogue â celui dans (+), en tenant compte du 
fair que 

~ I D ~ ~ C - P : ~ , ,  h,, ..., h d f d h  ,... dh, 4 1, 
TT 

Pour mgorer Ifo,f6/J11 i1 saffit de voir que les &~vt;.es pwtiellcs seconsla de 
r sant bornBes sur ia,; on a donc ID,D,r,(t)/ 4 1.  

posons EU = v ctt fntbgons par parties, il vient 

Tl suffit dors d"lnt6per sur la partition suivante: B ,  - (u  E @, /lai;l < A) et D'I 
et 8appEque:r ledi memes raisonneanen& que pr4~édemznmt. 

2, Soit f(X,(t), K{t))$ t E s) Un proeessm gatlssien cewrd d vabarrd 
dans R" et B im ouBert borné de Rk. On suppose que la matrice de conarimm 
Pr,@) de (X,(t), ré($)) converge unifârmémnc en t lorsque c t e ~ d  vers zdro vers 

[ô A]. 
où R est diagowle, de raEg q. Sadent A, 3 A,. . . 2 A,, les q valeurs propres mon 
nalies de A et A, .- (A,6iJ)iJ=,,,. Snlc Ç -+g,(t.) scne f snc t i~n $'&@nie swv 
B ù uaEeurs dans R qui conaerge zlnvorwzément &PI t vers g(t) bornée sur B ,  lorsqge 
E tend oers zéro. Ahrs 

nta X -, N(O, A,), 

DRmonstration. Eue se fait en trois étapes. 
(El) II est clair que Ic t-IiÉ?srème est vrai ~i Ie rang de A est g; en effet, iS 

sufit alors .IJ"8pgIiguer le tFtBos8me de canvergenr;e dcrnrinlee de Leksgue. 

(a) Si la rnataiii~e d~ cevasianee: C,(t) de XE(@ est d iqsnab et si ses valeurs 
propresi p on verge nt simplement et gant unZamémeat bornBcs m s pour s d E,, 

(E2) est prouvé en appliqumt le theorànt: de .e-anve;P-nçe d a d n k  de 
Lebesgue. 

(b) Si C h )  est quelwaq~q an la dnagan;lrlist: A l'aide d'une matrice 
orthagode .P@[t), soit B,(G) - Pe&,(ir)C,C@Pa(#) rut on vat raqer des vail~urs 
propres de B,(t) par ordre moissant, par exemple; il suffit alors, pour applîqum 



(a), du; voir que 
E(llx,l91) = E(I/PeCt)x,(tlll)' 

(333) Pour montrer fe l eme ,  an se sert dors de (ES) et (E2) en bruitant les 
processus X, et x, puis on fait tendre le bruit vers zero, 

Plus pr6çisdment: Soit Z, wn vecteur dbatolre gaussien centrh de varian% 
aVl,, iildegenidant de (~,(1i), %($)) et i valeurs dms Rn. Soit W, un veçtcur 
albataire vbd6ant les dms  proprlétks que Zn, On suppose de plus que Z, et 
W, sont indkpendmts entre eux. On note R', un ~PICteur aleatoire 2t valeurs dans 
Rn et suivant une lai ~ ( 0 ,  (A,. + aZ)ccllbj)f,j, ,,, On décornpse: 

On applique alors (B2) et donc: 
J,(a) converge vers &ra lorsque s tend vers zéro uunifombment en a. 
j,(b} ~oagv@rgei vers z&ra lorsque s e e ~ ~ d  vers &sa, d"apr6s (El) et k 

tkbr&me de convergens dorainkt de Ecbesgrie. 
fs(c) çonwarge vers kro  lakgque cr tend vers zkro urilfclmi6ment en 

E dfapr41~. [EZ) et parce-que {g,(t)I f pour 8 < e ,  et Yti"r~B. 
JB(d) converge; vers z4ro lorsque E tend vers z6ro &agrGs le th&or&me de 

mnvergenc-: domlaee de FLebesgue. 

Nous sommes mainknant en mesure de grauver le théar6ne. 
B&fnsnstralicrn du! théorème, Montrons que: 

Bous tour ne AT*, 011 partitiorne le: cube T en cubes 1; de c6tks garall6les aux 
&xe:ei~; de mordornées; et de Iloangueueiir C/YI, .Cla pose 



Noas ~oulons montrer que 

Soit 

On &vise X en deux s u m e s  EF et r"' tefies ym: 
X' déagne 1a sorarme; eorzespondank aux indices ( t ,  j )  tels que. "P;t -;: ne- 

sont pas pirocha; ckest-A-dire: VCET,  "t7'tS~E:-;:, Ilr-tq i c/@; 
27' disigne Isr s e m e  restante: on somme sur les couples O,J) tels que 

3 6 ~ T ,  3 t ' ~ : q ,  Ilt-t?/l C/E. 
MUS n08mm ''T proche de y: "q  pp $,". 
P o u r  2: Soit un teme g6nhral a!:$ de 2.7: 

dPnr applique les formules de type Ri-e d chacune des quatre 
espérances: 

d d 

Cl) = 5 ç@/2dla J- 1 ~ x t t , ) ~ x c t t l ( x l  ~IHxdyde, dt,, 
m t x q  -a - B  

où p , , b , . a ,  rm dirsil;ae la densite de (P",, ..., YJ. 
fl) tend vers jfi fTjpItti),xtgz)(O1 O)dtldtZ lorsque d tend vers &ïo 

d'slpr6s le theor6nie dt, convergence dominke de Lebswe. 
Soit P, une rnatnct ofhogode qui diagonalise -D2R,(0) en A, dginiùe 

p z  A, = (/r,(~):)s,,~)~,~; on note p; ,,,, la derr&G de X,(t,), X,(t,). Nous: awns 

elf (te, 4;) egt un couple gawsien ic-nt& de mrdomhes il valeurs dans R 5 - e  
hdripendaalt de [X,(O), X,(T)) (voir 663). On uldie que 

Var t, .- VM = A,- r,(Q a,aff,lz) DRi(z1PG 
r,2"-6frl 
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11 est dair gusen modifiant lég&remenrl le lemme 2 ct rra ulilisnrat les 
rkultats (*) et (**] et Ie lemme 1 on a 

$;$prGs 1e fié0~6me de convergence domiri& de Lebesgue. 
De marzidre analogue on montserait qua (4) converge vers la meme limite 

que (3) lerque e puis 6 ienderlt vers &TO; et done 

27' = E(t! - v;j(t; - q;), 
TIPPT~ 

d'où 
a 2 ~ 1 2  (E(t!-q~)'E(tf-qjf) 

T r ~ ~ ' l j  
et donc 



d'où 
O l/dllrrli nldllwl8 

- ... 1 [ ~ - C ~ S < X , U ) ) ~ E ( S C ) .  
a O a 

El est dair que O $ (x, rr-)  6 f pour tout x appartenant au domaine 
d3inlkpation de Ibexpreresslon précédente; donc 

Mais X ~ E I ~  2 O W 8'1% Cl, d l ,  $la6 

Or / u [ /  <$g in  implique I/dflulj > n / ~ d 4 ,  - l / d l ]u / /  < --d~dJd.  Po- 
sons 

an (C) = i n l ~ , @ n / d ~  $li), 
s,i 

où 
A,(au>= 1 j ... j' vjdF(u)i, u>O,  

Aol(ru) Aa2Ctr) Aud(l8) 

$ou ~ ( 0 ) - r ( # )  3 ilaailZa,(C), et donc 



os e@)A, CE) - A, = 1, d'o-ii pour tout k appartenant & El, 4 C ( E ) A ~ , ~  re~te 
major6 par une wsistmte? ne dependant pas de e. On a dors la majoration 
suivate: 

On int5gre sur les; domaines suivants: 

On supposè. que E < e[G/P1) = dCJn. II vient E({;)' g ( 1  1 + (2). 

Sur Dl: Soit T E B ~  n]-C/tz, 01:~]0, Ç/nCx .., x ] O ,  C'/EL, par ex,xemple 

Mais Ilrra{[ 6 11, $où 

d"prk "E: qui pr&&de: 
r,ior)-r,(al @ Il4i2$ 

el donc 
(1) e [C/tt)""l "pour E ç(C/n) .  



Sur a,: Sait ssD,nJ-C/n, o[x]o, C/n[x ... x l o ,  C/R[ ,  par exemple 

0 u(g) ate) 
O -  j f . . . 5 ('c, ~ ) ~ d I ; ( w )  9 llrllZ poar w .c;:si(W), 

-O@) O O 

d'où (2) G (é:/n)2d""gonr E .c: E(CJ~). On en dkdezit dam que 

27'4 C (ZiJyl)2d-1 pour E .r: e(C/n), 
TippT$ 

Or 11 exista: au plus 13~1)~  tubs praclhes, go6 6' 4 (-C/tr)d'' pour E < ~(Cln ) ,  et 
donc 

h s u p  IpsupZ: 4 (C/ny-' V ~ ~ E N * ,  
8-0 s-tO 

$oh 
lim lim aup .X = 00, 
a-@ B-+Q 
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