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Abstract. Let u be an integrable function on the 1-dimensional

- torus and T,(u) be the Teeplitz matrix with entries #d(s—¢),
"~ 0'< s, t Sn—1, where d is the Fourier transform of u. In this paper, it

is shown that if u,, ..., u, are in the Banach algebra of those u that
satisfy ||u) = |ull o+ Jull12 < oo, where |lulj,, is the I°-norm of u and

Nl =(7 % (¢l 1(0)P)*2, then
1Ty ... u)=T,0) - T, < Z ”“5“1/2 H“j“l,‘z H {ET% [

i<j k#i,j

where the norm on the left is the trace class norm. Using the inequality

[tr(4)] < I|A|l, (tr for trace), it is shown that if boundedness is replaced

by continuity, then tr(T,(u, ... u)—T,(4,) ... T,(4,)) is convergent

(n— 00). These results are used to study Whittle’s approximation error

for log-likelihoods of stationary Gaussian sequences. It is shown that

its moments are bounded or convergent under suitable conditions for
" spectral densities.

1. Introduction. Soit P et Q deux probabilités sur R* gaussiennes,
stationnaires, centrées et admettant des densités spectrales respectives u et v sur
le tore de dimension 1 noté T. Notons X,: R*>R, teZ, le processus des
coordonnées canoniques, et X(n) =(X,, ..., X,—1), n=> 1.

Sous @, la matrice de covariance de X (n) est la matrice de Teeplitz d’ordre
n associée a v: 5

T((s,ty=0(s—1t), 0<s, t<n—-1,

ou ¥ est la transformée de Fourier de v:
, d
#(2) = ie'“"v(x)z—:t, teZ.
Pour ¢, yeC" la formule
n—1

nl ) - d
(L.1) T = (3 )T vie™) 095

montre que si essinf(v) > 0, alors 7,(v) est inversible pour tout n > 1.
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Dans ce cas, la log-vraisemblance de v pour I'observation X (n) s’écrit
L,(v) = —4[logdét T,(v) + X (ny T,” *(v) X (n) + nlog 2n].
Whittle [13] a introduit I'approximation suivante:
L7 (v) = ~3[nlog G(v)+ X (n) T,(v™ ") X (W) +nlog 2n],

ou G(v) est la moyenne géométrique de v:
G(v) = exp ilog v(x)czl—;.

L’erreur d’approximation (au facteur —1/2) prés s’écrit
(1.2) R,(v) = log[det T,(v)/G®)' ]+ X (0 [T,” ' (v) — T,(v™ )] X ().

Dans les applications statistiques {2]-[4], [7], [11], on a besoin de borner
R, (v) en P-probabilité ou dans I?(P). Ce probléme a été étudié notamment par
[11, {21, [7], [11]. Le résultat le plus précis a été obtenu par Coursol et
Dacunha-Castelle [1] pour des densités spectrales dans I'algébre o/ N H 1/25 ol
o/ est I'algébre des fonctions continues sur T, dont la série de Fourier est
absolument convergente; H,,, est le sous-espace de I?(T), des fonctions f telles

que
£z = IHIF@P) < .

Le but de cette note est de montrer que tous les moments de I'erreur
d’approximation (1.2) sont bornés si u, ve I H,, et essinf(v) > 0, et conver-
gents si de plus u et v sont continues.

La méthode peut étre résumée comme suit. Notant #yx(v|4) le cumulant
d’ordre k de I'erreur R,(v) sous P, on a (cf. proposition 5.1)

#1,n(v]4) = log[dét T,(w)/G@)']+tr [ T,w)(T,* (0)— T,(0™ )]

U bl =2 =) e [T 0 - T > D).

On observe que 1, ,(Av|du) = %, ,(v|u) pour tout scalaire 1 > 0. Donc, si
vel®, on peut supposer que (vl < 1. Si de plus essinf(v) > 0, on peut se
ramener au cas ou 0 < essinf(v), ess sup (v) < 1. Il en est alors de méme de 1 —v
et on a |[1—v|,

Soit ve L”. La formule (1.1) montre que la norme d’opérateur de T,(v)
vérifie | T,(v)l, < |lv],. Notons que T,(») = 1,— T,(1—v). Donc, si de plus
I1—v|, <1, alors on a les identités suivantes:

(1.4) T, H—T, )= Z [TW)—Trw)], w=1-—v,

(1.5) dét T,(v) = G(v)"exp ), —tr[T(w’) T'(w)]

rz2?
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Dans la formule (1.5), on a utilisé le fait que dans une algébre de Banach avec
unité (ici, [ et C), on a (1—x)exp) ., x"/r=1si x| <1, ie

log(l—x)= — ) x"/r pour|x|| <1.
r=1
Cela montre, comme I'a observé Dacunha-Castelle [2], que le compor-
tement asymptotique de l'erreur (1.2) peut &tre déduit de celui de la trace de

(1L6) T([Tu) -1 Tw).
1 1

Les remarques suivantes permettent de développer cette idée.

Si A est une matrice (complexe) carrée et finie ou, plus généralement, un
opérateur nucléaire sur /2, alors on a l'inégalité suivante entre sa trace et sa
norme-trace (ou norme nucléaire) [5]:

ltr (4)| < 4], = tr[(4*4)"2].
Si B est un opérateur linéaire continu sur /%, alors on a [5]
[4B]; < (41 IIBll

Notons # lespace des fonctions (complexes) définies et continues sur T.
Munis de la norme |ju| = |ul|, + |lul, les espaces L°nH,;, et €~ H,,, sont
des algébres de Banach [10].

Utilisant une identité matricielle de Widom [14] reliant des matrices de
Teeplitz finies et des matrices de Hankel semi-infinies, on estime la norme
nucléaire de (1.6) pour des u;e L°nH,;, (théoréme 2.1). Par densit¢ des
polynomes trigonométriques dans €n H;,,, on montre que la trace de (1.6)
converge dans cet espace (théoréme 2.2); utilisant un lemme combinatoire de
Hunt-Kac [9] et Spitzer [12], on identifie la symétrisée, en u,, ..., 4, de la
limite ainsi obtenue (théoréme 2.2). '

Les résultats obtenus par la méthode indiquée ci-dessus sont réunis dans
la section 2. Les preuves sont développées dans les sections 3 a 3.

2. Résultats.
THEOREME 2.1. Si u,, ..., u,e [°nHy,, alors

HMﬁm Hﬂwm ZMMMWMAIWN

i<j

Notons %, le groupe des permutations de {1, ..., 7} et 2(r, s) 'ensemble
des parties 4 s éléments de {1, ..., r}. Posons :

Cu,y V) 1yp = ) |HBE)D()*
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THEOREME 2.2. Il existe une forme r-linéaire continue K, sur €nH,,,
telle que

@ tr ([T, )~ [T, Tw)— Kol ., )
(b) la symétrisée K (uy, ..., u,)= (1/r')266y (ut,l, veey Ug,) VéTifie

r—1 -1
K.(ug,...,u)= —;—sz (r) Y <1 1w, n“*>1/2‘

=1\S IeP(r,s) \S iel S i1
Fixonsu; = uetu, = ... = u, = w. Dans ce cas, tr (]—[1 T, (u;)) est invariant
par toutes les permutations de {1, ..., r}.

COROLLAIRE 2.1. (a) Si u, we L’ Hy,,, alors
1T w ™) =TT~ W, < clu, wr? [w],

ou c(u, w) est une constante qui ne dépend que de u et de w.
(b) Si u, we€nH,,, alors

r—1
tr[Tw ™) =TT~ W] Y Cuw ™71, (WD
s=1

Appliquant les formules (1.4} et (1.5), le corollaire 2.1 et le théoréme de
convergence dominée, on obtient

COROLLAIRE 2.2. Si u,vebnH,,; et si |1—-v| <1, alors

_tr[Tn(”)( 1(”) T(U_l))]_’ {u, 1/0*>1/2+<u/11 log v* >1/25
7 dét T (v)~ G(v)"exp 1 (logv, logv Y12

On peut maintenant préciser le comportement asymptotique des cumu-
lants donnés par les formules (1.3).

COROLLAIRE 2.3. Si u, ve[PnHy, et si essinf(v) > 0, alors
(a) s n(vlu) = OQ) pour tout entier k = 1;
(b) si de plus u, ve¥, alors tous les cumulants x, sont convergents et

%1 5(v|1) > % [[log vl 3+ <y, 1/v) 12+ ufv, logv) .

Remarques. (a) Le corollaire 2.1 a d’abord été obtenu par Kac [9] pour
tr[T,(u")— T;(w)] dans le cas ou ). (1+¢)[d(x)] < oo. Ce cas a été étendu par
Hirschman [8] a &/ Hy,. L’idée d’utiliser la norme nucléaire est inspirée de
méthodes utilisées par Gohberg et Krein [5] et Widom [14].

(b) La version du théoréme fort de Szegd obtenue dans le corollaire 2.2
peut étre aussi déduite d’un résultat plus général de Widom [14].

(c) La formule limite de x, ,(v|u) obtenue dans le corollaire 2.3 a d’abord
¢té établie par Coursol et Dacunha-Castelle [1] dans &/nHy),.

(d) Suivant [1], supposons que v dépend d’un paramétre 6 dans un ouvert
de R? et que §+v,e [°NH,, (resp. ¥nHy,) est de classe %,. Supposons
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de plus que infyessinf(v,) > 0. Les formules

d. . -1 d
26108 dét T,(v,) = tr I:T;x (09)73.(@ Ue):la

d ___. _ d _
E:’; 1(”9)= -T, 1(00)7;(;{6”0)7;- 1(Ua)

et les théorémes 2.1 et 2.2 montrent, comme ci-dessus, que si ue L°n Hy, (resp.
€nH,,,), alors tous les cumulants, sous P, des dérivées successives de 'erreur
(1.2) sont bornés (resp. convergents), avec des bornes uniformes sur tout
compact. :

3. Preuve du théoréme 2.1. La preuve repose sur une identité matricielle de
Widom [14], dont Iinterprétation en termes d’opérateurs sur I? est la clé du
probléme: pour u, vel?, on a

(3.1) T,(wo)— T, T,(v) = FA[HWH@)+Q,H@HQ,IF,,
ol #i(x) = u(—x), et les matrices H(u), F, et Q, sont définies comme suit:
H@)(, j)=d4(+j+1), 0<i,j<ow

(C’est la matrice de Hankel semi-infinie associée a u), _ _
F,Gi,j)=1sii=j e F,(,))=0sinon (O<i<oo,0Kj<n-1),
0,6, )=1sii+j=n-1 e Q) G,/)=0sinon (0<i,j< o).

Suivant [14], notons que

(3.2) tr [H(u)*H(u)] = r; ta(e)?

et que ||| 12 = |lu]l1/2- Comme F, est lisométrie canonique de C" dans /2, le
cadre approprié pour linterprétation de I'identité (3.1) est celui de la classe
d’opérateurs de Hilbert—Schmidt et de la classe d’opérateurs nucléaires sur /2.
On va d’abord en rappeler 'essentiel en suivant [5].

Soit # un espace de Hilbert complexe et séparable. Notons .Z, (#’) ou £
I'algébre des opérateurs linéaires et continus de 5# dans . La norme dans .
est notée |'|,. La classe nucléaire .#; (resp. de Hilbert-Schmidt .%) est le
sous-espace de £, des opérateurs compacts A tels que

(3.3) I4ll, = [tr((A*A)?*)]"" <00, p=1 (resp. p=2).

La formule (3.3) définit une norme sur .%,. Muni de cetie norme, .%, est un
espace de Banach. On a les inégalités suivantes:

(3.4) tr(A) < 14ll,, AeS.

6 — PAMS 132
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Si A,eSd,, A,€5, avec 1/p,+1/p, =1, alors A, A,e 4, et
(3.5) 14y A0y < 1Ay, IIAzllpz

P'un des p, pouvant &tre infini.

Soit #, et #, deux espaces de Hilbert complexes et séparables. Soit F une
isométrie hilbertienne de #, dans 5#,. Considérons I'application F de .Z_(s#,)
dans %, (#,), définie par F(4) = FAF*. Comme F*F est I'identité de 2, et
FF¥* est un projecteur orthogonal de #,, on a la remarque sulvante qui _]ustlﬁe
le plongement de .%,(C") dans %,(1%).

LeMME 3.1. L'application F est un homomorphisme d'algébres; sa restriction
a S, (H)) est une isométrie de S, (H)) dans (). '

On peut maintenant passer i la preuve du théoréme 21
LemMe 3.2. | T,(wo)— T T, < llullizlvllyj2, v, vEHy)s.

Preuve. D’aprés le lemme 3.1, on a
I T,(wv) - T T,()ll;, = |F,[T,(u)— T, T,@)1FX|,.

Comme les normes %, des opérateurs F, F¥, F¥F, et Q, sont toutes égales 4 1,
I'inégalité de Holder (3 5) pour les operateurs montre que la norme nucléaire
ci-dessus est majorée par

I H@)H@), + | H@H )5

On conclut en appliquant une deuxiéme fois 'inégalité de Hélder, compte tenu
de Iidentité (3.2). =m

Remarque. Compte tenu de (3.4), 'inégalité du lemme 3.2 est une égalité
si u = v est un polynéme trigonométrique réel pair, et n est assez grand (cf.
lemme 4.1).

LemME 3.3. Si uy,...,u.€e L°NnH,,;, alors
. .
fluy ... wlly2 < Z el 1/2 H gl
i= k<rk#i

Preuve. De la formule de Parseval, il résulte éme [8, p. 143]

wou (L 2

On a donc
luvll /2 < ull o ||U”1/2+”U” llull1/2-

Le cas général s’en déduit par récurrence, par exemple. &
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On peut maintenant compléter la preuve du théoréme 2.1. Posons

(]i[u!)l_[ T(u) si 1...<‘]\<_‘r._1’
A= 1 j+

T(1

1

u;) - sij=r.

On a alors »
L 1u)~T1Tw) = A, =4, = Y (A,— A;- 1),
1 2

j-1

A=Ay = (110~ (] w) 0] TT T,

i>j

||A —A;- il < “Hu||1,2||u "1/2““””

par le lemme 3.2 et Iinégalit¢ de Holder (3.5). Donc, par le lemme 3.3,
IA;—Aj—1lly < X Nugllyz lugll a2 IT Nl -

i<j k#i,j
Cela compléte la preuve du théoréme 2.1. =

Comme Widom [14] a laissé au lecteur la vérification de I'identité
matricielle (3.1), il semble utile de le faire. Pour u, vel? on a

T un)(s, ) = Y a()d(s —t—j) = L s +)E G +1),

n—1 (1]
(LW T,)6, 1) = Z ds—)iG—t= ) als+NEG+e),
-n+1
Y G +AONG+) = Y, @ (r—s+kdk+n—1t) = (H@HH@)n—1-s,n—1-1)

j€~n k=0
si 5,t<n—1. D’autre part

Y ds+N@ G+ =3 ﬁ(s+k%1)(ﬁ)'"(k+‘t+1}= (H@H@)(s, 1)

Jj>1 kz0 ] ;
si de plus s, t > 0. Cela établit I'identite de Widom. =

4. Preuve du théoréme 2.2. On va d’abord étudier

KUy, ..o, )= tr[T(H u;)— ]—[T u)]
lorsque les u; sont des polyndmes trigonométriques. Soit t€Z". Posons
t, =max(0,t;,...,t), t_=(—0,, tl=t,+1_,

oty ity s byt o L), L =4 ol L,
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Prenons des polyndmes trigonomeétriques p,, ..., p, €t posons

K,(py, - )= X IW*I[1B;2).
=0 1
LEMME 4.1. Si p; est de degré < d; et si n > rmaxd,, alors

Kr,n(pla s D)= Kr(p1: e pr)
Preuve. Développant la trace de [[; T,(p;), on obtient

X [T T0) = § fGrs .o x)TT 25)d%y .. dx /Y,
: 1 Vid 1
n—-1
fGyenx)= Y expillt,—t)x,+ oo +(E =t )X,y +(t; —1)x,].
: Donc, pour se Z", le coefficient de Fourier de f d’ordre s est'égal au nombre de
‘ solutions, dans {0,1,...,n—1}", du systéme

tj+1—‘tj=sj Si lstT—l, tl'—tr=S

rs

d’ou
i s f—Is*),  sis =0,
Jts) = {0 sinon.

On a donc

Kealosr -2 =1 3 [150)= T =1, 1)

=n Y Tl5e)+ ¥ 1150,

t.=0,]t*|zn 1 t,.=0,[t?|>n
On conclut 4 laide des inégalités [t*| < Y |t/ < rmax|t]. =

LemMmE 4.2. Soit p,, ..., p, des polyndmes trigonométrigues. On a

@) 1K, (py, -0 P <3P =T IBill, 08 Ipill = Ipill oo + 1Pl 1125

(b) les polynémes trigonométriques sont denses dans € H,,,;

(¢) K, se prolonge a nH,;, en une forme multilinéaire continue;

(d) pour uy,...,ue€nHyp, K, (uy, ..., u,)> K (uy, ..., u,).

Preuve. (a) Cette partie résulte du lemme 4.1 et du théoréme 2.1 par
exemple.

(b) Soit m un entier > 0. Posons

D, (x) = - Y €% (noyau de Dirichlet),

lil<m

1 .m N
F,(x) = - Y Dy(x) (noyau de Fejér).
T
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De la relation u—u#D,|1, = Zlk‘>m|k| @ (k)|?, il résulte que u =D, —u dans
H,j,; il en est donc de méme pour u# F,,. Cette derniere converge aussi vers
u dans ¥. Cela établit (b).

(c) Ce résultat est classique et peut se voir a 'aide de l'identité suivante
pour une forme multilinéaire M sur un espace vectoriel:

M(xla rrey xr)_M(yla ey yr) =ZM(Y1, cves Yie1s xi—yi! Xit1s +rvs xr)
i

(qui généralise l'identité x,x,—y;y, = (x; —y )X, +y,(x;—¥5)).
(d) Posons pjm =u;*Fo, p= (P1,m> -+-» Prom)s 4 = (y, ..., ). Le résultat
decoule de T'inégalite sulvante

K, n(w)— K, ()] < |K,.(u)—K,, ,.(p)I+IKn.(p) K A(P) + 1K, (p) — K, (u)
en faisant tendre n puis m vers +co et en utilisant le lemme 4.1, l'identité
ci-dessus pour une forme multilinéaire et le théoréme 2.1. =

Le lemme 4.1 montre en particulier que la forme multilinéaire K, n’est pas
symétrique si r > 2. Considérons sa symétrisée

K~r(u1:--- __ZK(uau---’ a,.)a
* oS

oll & est le groupe des permutations de {1, ..., r}. L’identification de K, repose
sur un lemme combinatoire de Hunt—Kac [9] et Spitzer [12]. D’un calcul de
Kac [9] utilisant ce lemme on isole la remarque suivante.

LEMME 4.3. Soit F: Z"— C une application symétrique et telle que Y |t| |F(t)]
< 0. Posons

Fm= ) F(), neZ.

ty+...+i=n,
tk+1t..ttr=—n

Alors
r—11 .
Y IE*IF@e) = ), EZIHIF;C(H)-
t,=0 k=1 ] .

Preuve. Pour teZ'’, posons to = (t,,, ..., £,)- On a

Y EFIF@) = ) ¢*)[F@®)+F(-9)].

t.=0 ‘ t=0

Comme (F), = (F,), il suffit de considérer le cas ou F est paire. On a

2 (t*) F@) = (/)Y X %) Fto) = (1/r!) Z F(E)Z[(ta)#L

at.=0 B

Le lemme combinatoire de Hunt-Kac [9] (ou de Spltzer [12]) donne

Y [E0)* 1 =X ts, Y Lio,+wotlts, + - +15)
o o k=1
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Donc, pour o et k fixés, on a:

Y F@®)t,, Lo, 4 oflty, + .. +te) = Y. F(t0)t,, Lio,+wflty, + --- +1t4)

t=0 (ta). =0

= Z F(t)t11]0,+w[(t1+ e +tk)
t.=0

1 1
=E:ZOF(t)(t1+ U A ) BYSRRT (P +t")=E Y. nFy(n).

n>0
Cela établit le lemme 4.3. &

Le lemme précédent permet d’identifier la symétrisée de K, avec un choix
convenable de F. Commencons par les polyndmes trigonométriques. On a

K‘r(plﬁ"'i D) = Z lt#l]._.[ﬁf(tj)’
t.=0 1

R(py,....0)= Y It*|IF(),

t.=0
F(t) = (1/r!)21:1ﬁ,,,.(t,-) = WY T15,0.).

Donc F est symétrique. Comme les p; sont des polynémes trigonométriques,
F satisfait aussi la deuxiéme condition du lemme 4.3. Les relations

k+1

Fy) = ({2 (T po) (=) (=) = @0,

montrent que

: 1 k r
ZInIFk(n) = —TZ<HPGJS 1_[ p:j>1/2'
n F'e 1 k+1
Notons 2(r, k) 'ensemble des parties 4 k éléments de E, = {1, ..., r}. Pour
k fixe et K parcourant #(r, k), la famille de parties de %, définies par
{ce%: o(1, ..., k)= K}, est une partition de . D’ou

r—1 -1
Rou-ar)=£1(;) T e Iothua

k=1 Ke?(r.k) ieK i¢K
Cette formule est invariante par le changement de variables j=r—k et
J=E\K, car {u, v);; = {v*, u*);,,. Cela établit la formule symétrisée du
théoréeme 2.2 dans le cas de polyndmes trigonométriques. Pour montrer que
cette formule convient dans €N H,,, il suffit d’observer que: les deux membres
de cette formule sont des formes multilinéaires continues sur ¥n Hj,,, celles-ci
coincident sur les polyndmes trigonométriques et ces derniers sont denses dans
¥nHy). Cela établit le théoréme 2.2. =
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5. Preuve des corollaires.
Preuve du corollaire 2.1. (a) Cette partic du corollaire résulte du

théoréme 2.1.

(b) Posons u, =u, u, =...=u, =w. Dans ce cas, tr[[, T,(u;) est in-
variant par toutes les permutations de {1, ..., r}. Il en est donc de méme pour
K, .(uy, ..., u,} et sa limite K (uy,..., ).

Supposons que u, we ¥~ H,,;,. Appliquons la formule (b) du théoréme 2.2
en distinguant les parties a s é&léments de {1, ..., r}, qui contiennent 1 et celles
qui ne le contiennent pas. Posons K, = K,(u, w, ..., w). Comme

(r—1>=§(r), (r—l):z_—j(r) et (u,v>1/z=<v*,u*>1/2,
s—1 r\s s r \s )

rrad (" (r-1\/1 1 o\
Kr:is;1<s) l:(s_l)<§uw‘ 1 S(W) >1/2
(o L,

s s r—

1)‘—1 - 1 s 1 * (g —s— 1

2 =1|:<uws ‘r—s =) > <SW W) >1/2:|

____1 _1|:<uws—1’_L(w*)r—s> +<uwr—s-1,1(w*)s> :|
2,31 r—s 1/2 S 172

On conclut en posant j =r—s dans le premier terme de cette somme. &

LEMME 5.1. Soit we >N Hy,, avec |w|, < 1, et ¢(2) = Zn>0a"z une série
entiére de rayon de convergence > 1. Alors ¢p(w)eL’nHy, et Zo a,wt— ¢(w)
dans H1/2

Preuve. Posons f=¢(w) et f, =Y. aw*
(@) feI® car [* est une algebre de Banach.
(b) Montrons que feH,,,. Il résulte de (a) que, pour tout teZ,

fO=Y a0 @).

. n>0
Choisissons ¢, et ¢, tels que |jw|, <@, <¢; < 1. Donc
sup la,(e2/0,)"l = ¢ < 0.
Dou - '
la, (W) (@) < coill(w/e)"T (),
7@ <c Zl[ w/e Y T(®1?, ouc' = cz;ef"

||f||1/2 c Z” (w/a,)" “1;2
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On conclut 4 laide du lemme 3.3 qui montre que, pour tout he L°nH,,,
18" /2 < nllAl% M IA) 1y2.
(c) Pour montrer que f,— f dans H,,, il suffit de noter que
(=)0 = Y (@)
k>n
et d’appliquer la méthode de (b). ﬁ

Preuve du corollaire 2.2. Notons £ (C") l'algébre de Banach des
opérateurs linéaires continus de C” dans lui-méme. Considérons I'application

T: 6 —>J,(C"), hT(h).

On a T,(1) =1, et la formule (1.1) montre que || T,(h)|, < |-
Soit u, ve¥nH,;; avec ||[1—-v|, <1

(a) Calcul de lim,tr T,(w)[ T, *(v)— T,(v")]. Pour inverser v et T (v), on
utilisera la formule classique suivante qui est valable dans une algébre de
Banach avec unité:

x =Y (1-xF si [1-x|<1.
rz0

Posons w =1—v. On a donc

v'!=3YY w dans %,
0

T ') = Y T;(w) dans £(C,

rz0

T '@-Te ™)=Y [TIwW-T,w)] = ¥ [T/~ 1w~ T,w 1,

rz0 rz1

T[T, )~ T Y = 3 [T,ew )= T, T, Y]

rz1

= ¥ [Tuw ™ )= T, T 1 (w)]

rz2

Comme la forme linéaire trace sur £ (C") est continue, on obtient (avec les
notations K., et K, de la section 4)

T O =T, Y] = 3 Kant, W)= Y Konlty w, ..., W),

rz1 rz2

qui, par le corollaire 2.1, tend vers

Y Ky, w =Y K,(u,w,...,w).

rz1 rz2
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Appliquons le lemme 5.1 aux séries » _ z" et ) . z"/n(jzZ/<1). On a
Z K,(u, Wr_l) = Z <U,(W*)r—1>1/2 = {u, 1/v*>42,

rz1 rz1
r—=1
Z Kr(ua w,..., W) 2 Z <uwr—s-1 (W* S/S>1;‘2
rz2 rz2s=1
= Z (uw', (W*Y/s) 1 = —<ufv, IOgU*>1/2
rz0,s21

Cela établit la premiére partie du corollaire 2.2.

(b) Preuve du théoréme fort de Szegd pour ve$¥nH,;; avec [1—v|, <1
Cest un cas particulier d’un résultat plus général [14]. Cependant, ce cas
particulier est une conséquence simple de la formule (1.5), du corollaire 2.1, du
théoréme de convergence dominée et du lemme 5.1. Cela termine la preuve du
corollaire 2.2. =m '

Le corollaire 2.3 est aussi une conséquence simple des théorémes 2.1 et 2.2,
du corollaire 2.2, de linégalité de Holder pour les opérateurs et de la
proposition suivante sur les cumulants de formes quadratiques de vecteurs
gaussiens.

PROPOSITION 5.1. Soit X un vecteur gaussien a valeurs dans R", centré et de
matrice de covariance I'. Si A est une matrice d’ordre n, réelle et symétrique, alors

(a) la fonction caractéristique de la forme quadratique X' AX s'écrit
(21x)" '

fx) = exp Z tr[(AT)] pour 12x|e(AT) < 1,

k>1
ou g(AI) est le rayon spectral de ATl
(b) en particulier, le cumulant d’ordre k de X'AX s'écrit

%, = 2" L(k— 1) tr [(AT)"].

Preuve. On va se ramener essentiellement au cas ou I' est 'unité. Soit r le
rang de I'. Soit U une matrice orthogonale réelle d’ordre n, telle que
U'TU = A, ou A est une matrice diagonale > 0, dont les r premiers termes
sont les valeurs propres non nulles de I' (si celle-ci est non nulle). Le vecteur des
coordonnées de X, dans une base orthonormée de vecteurs propres de
r (colonnes de U), sécrit Y= U'X. C’est un vecteur gaussien, centré et de
covariance A. Notons 1, la matrice unité d’ordre r et posons

1
U1=U(0'), Y=, 0Y 4,=(, 0)/1(0')-

On a donc X =U,Y, ps., et Y, est gaussien, centré et de covariance Aq.
Posons enfin

Z = A;'2Y,, B=AY*U,AU,AY.
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On a donc
X'AX =7Z'BZ ps,

ol Z est gaussien, centré et de covariance 1,, et B est réelle et symétrique.
Les valeurs propres de B sont réelles. Notons-les ,, ..., §,. La fonction
caractéristique de X' AX, qui est aussi celle de Z'BZ, s’écrit donc

r

S() = [ exp[—3y'(1-2ixB)yldy/2m)"* = [] u(l—2ixB)),
R

j=1

u(z) = [exp(~3zy?dy//2n i R(z) >0
R

= exp(—3log2)

car ces deux expressions de #(z) sont analytiques pour R(z) > 0 et coincident
pour z réel > 0. Il en résulte que

J

1) = T exp[—4log (1 —2ixB)]
=1

= exp [lfi Y Qix)H/k] i [2x]e(B) < 1

i=1k21 .

=exp[} ). (2ix)tr(BY/k].

k=1

Comme tr(B*) = tr [(AT)"], il reste & vérifier que B et AI' ont méme rayon
spectral. La matrice B s’écrit

B = AY*(1, 0) U'Au(;')AyZ,

c’est-a-dire

B 0 12
= U AUAY2,
(0 O) A4 U

11 s’agit finalement de montrer que si M (ici M = AY?) et N (ici N = U’ AU)
sont des matrices réelles, carrées, de méme ordre et symétriques, alors les
matrices MNM et NM? ont mémes valeurs propres non nulles. A part le fait
que A'? >0, le cas particulier précédent est en fait le cas général.

Soit s le rang de M. Par diagonalisation de M et invariance du
déterminant par similarité, on peut supposer que M est diagonale réelle dont
les s premiers termes diagonaux exactement sont non nuls. Posons

1, _ 1,
M, =(1, O)M(()), N, =(, 0)N(0).
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Les relations

M,N,M, 0O -~ (N,M3 0
M — o‘'o‘"™o NM2= 0 4]
s e A P

(ou K est d’ordre (n—s)xs) terminent la preuve car M, est inversible. m
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