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Abstract. Let u be an integrable function on the 1-dimensional 
toms and T,,(u) bc the Tœpiitz rnatrix with cntries d[s- t), 
O < s, t < n - 1, where 11 is the Fourier transform of u. In this paper, it 
is shown that if u,. . . . , u, are in the Banach algebra of thosc u that 
satisfy Ilu1 = Ilull,+ I ~ l l , , ~  < m, where Ilull, is the Lm-nom of u and 
Iluit I,Z =(Ci 14 lUtr)12)1'Z, then 

where the norm on the lcft is the trace class norm. Usiog the inequality 
Itr(A)I $ \Al1 (tr for trace), it is shown that if boundedness is replaced 
by continuity, then tr(T,(u, . . . u,)- T,(u,) . . . T,(u~)) is convergent 
(n+ CO). These results are used to study Whittle's approximation error 
for log-iikeiihoods of stationary Gaussian sequences. It is shown that 
its moments are bounded or convergent under suitable conditions for 
spectral densities. 

1. Introduction. Soit P et Q deux probabilités sur RZ gaussiennes, 
stationnaires, centrées et admettant des densités spectrales respectives u et v sur 
le tore de dimension 1 noté T. Notons X,: R Z + R ,  t ES, le processus des 
coordonnées canoniques, et X(n)' = (X,, . . . , X,- ,), n 2 1. 

Sous Q, la matrice de covariance de X(n) est la matrice de Tœplitz d'ordre 
n associée à v :  

T , ( v ) ( s , t ) = Û ( s - t ) ,  O < S ,  t < n - 1 ,  

ou 17 est la transformée de Fourier de v: 

Pour 4,  $ E Cn, la formule 

montre que si essinf(u) > O, alors Tfv) est inversible pour tout n 1. 



Dans ce cas, la log-vraisemblance de v pour l'observation X(n) s'écrit 

Ln(v) = -* [log dit  T,(u) + X(n)' T,-' (v)X(n) + n log 2rcj 

Whittle [13] a introduit l'approximation suivante: 

où G(v) est la moyenne géométrique de v :  

dx 
Glu) = exp J Iog u(x) -. 

T 2~ 

L'erreur d'approximation (au facteur - 1/2) près s'écrit 

(1.2) R,(v) = log [dét T,(v)/G(v)"l+ X(n)' CT,-l(v) - T,(v- l)]X(n). 

Dans les applications statistiques [2]-[4], [7], [Il], on a besoin de borner 
R,(v) en P-probabilité ou dans LZ(P). Ce problème a été étudié notamment par 
[il, [2] ,  [7], [il]. Le résultat le plus précis a été obtenu par Coursol et 
Dacunha-Castelle [l] pour des densités spectraIes dans l'algébre d n  Hl,, ,  où 
s;9 est l'algèbre des fonctions continues sur T, dont la série de Fourier est 
absolument convergente; Hl,, est le sous-espace de I?(T), des fonctions f telles 
que 

llf 11 1/2 = (C ltl f P ( t ) ~ ~ ) ~ ' =  < 00 - 
Le but de cette note est de montrer que tous les moments de l'erreur 

d'approximation (1.2) sont bornés si u, V E  LmnHII2 et essinf(v) > O, et conver- 
gents si de plus u et v sont continues. 

La méthode peut être résumée comme suit. Notant ~ ~ , ~ ( v l u )  le cumulant 
d'ordre k de i'erreur Rn(v) sous P, on a (cf. proposition 5.1) 

~ i , n ( ~  = 1% Cdét T,(v)/G(v)"l+ tr [Tn(u)(T, l (v) - T,(v-l))], 
, (1.3) 

~ c ~ , ~ ( u ( u )  = 2k-1(k-1)! tr [T,(u)(T,-'(v)- T,(v-l))lk (k > 1). 

On observe que ~ ~ , , ( l v ] l u )  = xk,,(vles) pour tout scalaire R > O. Donc, si 
v E Lw, on peut supposer que [lu 1 1 ,  < 1. Si de plus ess inf (v) > 0, on peut se 
ramener au cas où O < ess inf (v), ess sup (v) < 1. II en est alors de même de 1 - v 
et on a ((1-vl(,  < 1. 

Soit V E  Lm. La formule (1.1) montre que la norme d'opérateur de T,(u)  
vérifie II T,(v)li, < Ilvll,. Notons que T,(v) = 1, - T,(1 -v). Donc, si de plus 
Il 1 - v((  , < 1, alors on a les identités suivantes: 
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Dans la formule (1.5), on a utilisé le fait que dans une algèbre de Banach avec 
unité (ici, Lm et C), on a (1 - X) exp Er3, xr/r = 1 si ) I  x 11 < 1, i-e. 

Cela montre, comme l'a observé Dacunha-Castelle [2], que le compor- 
tement asymptotique de l'erreur (1.2) peut être déduit de celui de la trace de 

Les remarques suivantes permettent de développer cette idée. 
Si A est une matrice (complexe) carrée et finie ou, plus généralement, un 

opérateur nucléaire sur i2, alors on a l'inégalité suivante entre sa trace et sa 
norme-trace (ou norme nucléaire) [ 5 ] :  

Itr(A)I < 1 1  AlIl z tr [(A* A) l iZ ] .  

Si B est un opérateur linéaire continu sur 12, alors on a [5] 

Notons %? l'espace des fonctions (complexes) définies et continues sur T 
Munis de la norme llul/ = Iltsll, + ]lu 1 1  l i z  les espaces Lmn Hl,, et WnH,,, sont 
des algèbres de Banach [IO]. 

Utilisant une identité matricielle de Widom [14] reliant des matrices de 
Tœplitz finies et des matrices de Hankel semi-infinies, on estime la norme 
nucléaire de (1.6) pour des u , ~  LmnHl12 (théorème 2.1). Par densité des 
polynômes trigonométriques dans WnHl,z, on montre que la trace de (1.6) 
converge dans cet espace (théorème 2.2); utilisant un lemme combinatoire de 
Hunt-Kac [9] et Spitzer [12], on identifie la symétrisée, en u l ,  . . . , u,, de la 
limite ainsi obtenue (théorème 2.2). 

Les résultats obtenus par la méthode indiquée ci-dessus sont réunis dans 
la section 2. Les preuves sont développées dans les sections 3 à 5. 

2. Résultats. 

THÉORÈME 2.1. Si ul , '  ..., u r ~ L r n n H l j 2 ,  alors 

Notons le groupe des permutations de (1, . . . , r] .et P(r, s) l'ensemble 
des parties à s éléments de (1, . . . , r). Posons 
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THÉOREME 2.2. 11 existe une forme r-linéaire continue Kr sur %?nHlI2, 
telle que 

(4 tr (qn; #il-n; K ( u i ) ) + ~ r b l  - .  - 5 uF); 
(b) la symétrisée Kr(u, ,  . . . , 3 = ( l / r  !) K,(uu,, . . . , u,) vérifie 

Fixons u, = u et u,  = . . . = u, = W .  Dans ce cas, tr (Hl T,(ui)) est invariant 
par toutes les permutations de (1, . . . , Y) .  

COROLLAIRE 2.1. (a) Si u,  W E  LWn alors 

olir c(u, w) est une constante qui ne dépend que de u et de W. 

(b) Si u ,  w~%nH,, , ,  alors 

r -  1 

tr [T,(uwr-l)- ~ { U ) ~ - ~ ( W ) ]  -+ (~dw ' -~- l  , [w*)S/s>l,zm 
s=  1 

Appliquant les formuIes (1.4) et (1.5), le corollaire 2.1 et le théorème de 
convergence dominée, on obtient 

COROLLAIRE 2.2. Si, u,  v E V n  HlI2  et si Ill -vil, < 1, alors 

dit T,(v)-  G(v)" expi (log v, log v*),,, . 
On peut maintenant préciser le comportement asymptotique des cumu- 

lants donnés par les formules (1.3). 

COROLLAIRE 2.3. Si U ,  v E Lmn Hl j2  et si ess inf(v)  > O, alors 
(a) xk,,(vfu) = O(1) pour tout entier k 2 1 ;  
(b) si de plus u ,  DE%, alors tous les cumzrlants 1 ~ ~ , ~  sont convergents et 

Re rn arques.  (a) Le corollaire 2.1 a d'abord été obtenu par Kac [9] pour 
tr[T,(u3- c ( u ) ]  dans le cas où z(1 +Jt[)JG(t)l < a. Ce cas a été étendu par 
Hirschman [8] à d n H , , , .  L'idée d'utiliser la norme nucléaire est inspirée de 
méthodes utilisées par Gohberg et Krein [5] et Widom 1141. 

(b) La version du théorème fort de Szego obtenue dans Ie corollaire 2.2 
peut être aussi déduite d'un résultat plus général de Widom [14]. 

(c) La formule limite de x,,,(vlu) obtenue dans le corollaire 2.3 a d'abord 
été établie par Coursol et Dacunha-Castelle El] dans d n H l 1 2 .  

(d) Suivant [l], supposons que v dépend d'un paramètre 0 dans un ouvert 
de Rd et que 0 ~ v , ~ L * n H ~ ~ ~  (resp. %riHli2) est de classe Vk. Supposons 



de plus que inf,ess inf (v,) > 0. Les formules 

et les théorèmes 2.1 et 2.2 montrent, comme ci-dessus, que si u E Lm n Hl,, (resp. 
%?nNli2), alors tous les cumulants, sous P, des dérivées successives de l'erreur 
(1.2) sont bornes (resp. convergents), avec des bornes uniformes sur tout 

1 

compact. 

3. Preuve du théorème 2.1. La preuve repose sur une identité matricielle de 
Widom [14], dont l'interprktation en termes d'opérateurs sur 1' est la clé du 
problème: pour u, V E E ,  on a 

où ü(x) = u(-x), et les matrices H(u), F, et Q,  sont définies comme suit: 

H(u)( i ,  j )  = ù(i+j+ l), O < i, j < CO 
1 
1 

(c'est la matrice de Hankel semi-idie  associée A u), 

I 
Fn(i, j) = 1 si i = j et Fn(i, j) = O sinon (O < i < CO, O < j < n- l), 

Q n ( j ) =  si 1 et Q,(i,j)=O sinon ( O < i , j < m ) .  

Suivant [14], notons que 

(3.2) tr [H(u)*H(u)] = tlÛ(t)12 
t, l 

et que IIüll i,z = l l ~ / 1 ~ , ~ .  Comme F,  est l'isométrie canonique de Cn dans E2, le 
cadre approprié pour l'interprétation de l'identité (3.1) est celui de la classe 
d'opérateurs de Hilbert-Schmidt et de la classe d'opérateurs nucléaires sur 1'. 
On va d'abord en rappeler l'essentiel en suivant [ 5 ] .  

Soit X un espace de Hilbert complexe et séparable. Notons &,(X) ou 
l'algèbre des opérateurs linéaires et continus de X dans 2'. La norme dans & 
est notée I I - I I , .  La classe nucléaire $l (resp. de Hilbert-Schmidt Y2) est le 
sous-espace de Ym, des opérateurs compacts A tels que 

(3.3) l l A l [ p = [ t r ( ( A * A ) p i 2 ) ] " p < ~ ,  p = 1  (resp. p = 2 ) .  

La formule (3.3) définit une norme sur Yp. Muni de cette norme, 4 est un 
espace de Banach. On a les inégalités suivantes: 

6 - PAMS 13.2 
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Si A , E ~ , ,  A Z € 4 *  avec l /p l+ l /p ,= l ,  alors A , A , ~ 4 , e t  

(3.5) IIAIA~ II 1 II AI II pl IIA3 I I p 2  

I'un des pi pouvant être infini. 
Soit XI et X2 deux espaces de Hilbert complexes et séparables. Soit F une 

isométrie hilbertienne de Hl dans X2. Considérons l'application F" de 9m(X1) 
dans Ym(X2), définie par F(A) = FAF*. Comme F*F est l'identité de SI et 
FF* est un projecteur orthogonal de s2, on a la remarque suivante qui justifie 
le plongement de 4 ( C n )  dans 4(12). 

LEMME 3.1. L'application F est un homomorphisme dJaIgébres; sa restriction 
d Yp(Sl) est une Bsométrie de <(A?,) dans Yp(X2). 

On peut maintenant passer A Ia preuve du théorème 2.1. 

Preuve.  D'après le lemme 3.1, on a 

Comme les normes Sm des opérateurs F,FR, FH Fm et Q, sont toutes égales i 1, 
l'inégalité de Holder (3.5) pour les opérateurs montre que la norme nucléaire 
ci-dessus est majorée par 

On conclut en appliquant une deuxième fois l'inégalité de Holder, compte tenu 
de l'identité (3.2). 

Rem arque. Compte tenu de (3.4), l'inégalité du lemme 3.2 est une égalité 
si u = v est un polynôme trigonométrique réel pair, et n est assez grand (cf. 
lemme 4.1). 

Preuve. De la formule de Parseval, il résulte que [8, p. 1431 

On a donc 

1 I I ~ ~ I l l i j z  G IIullm II~111/2+ I I u I I ~  IIuIII,~. - .  - 

i Le cas général s'en déduit par récurrence, par exemple. ra 



Matrices de Tmplitz 259 

On peut maintenant compléter la preuve du théorème 2.1. Posons 

On a alors 
P r I 

T,(nui)-n T,(uiS = Ar-Al = C ( A j -  Aj- 1)s 
1 1 2 

par le lemme 3.2 et l'inkgalite de Holder (3.5). Donc, par le lemme 3.3, 

Cela complète la preuve du thkorème 2.1. i 

Comme Widom Cl41 a laissé au lecteur la vérification de l'identité 
matricielle (3.1) ,  il semble utile de le faire. Pour u, V E L ~ ,  on a 

si s, t < n -  1. D'autre part 

si de plus s, t 2 O. Cela établit l'identité de Widom. s 

4. Preuve du thbrème 2.2. On va d'abord étudier 

lorsque les ui sont des polynômes trigonométriques. Soit ~ E Z ' .  Posons 



Prenons des polynômes trigonométriques pl, . . . , pr et posons 

LEMME 4.1. Si pj est de degré < d j  et si n > rmaxdj, alors 

K ~ , ~ ( P I ,  P ~ )  = K r b i ,  P,). 

Preuve. Développant la trace de ni T, (p j ) ,  on obtient 

n - 1 

f(x ,,..., xJ= expi[(t,-tl)x,+ ... + ( t r - t r - l ) x , - l + ( t l - t r ) x r ] .  
z j ,  .... t r= O 

Donc, pour s E Zr, le coefficient de Fourier de f d'ordre s est égal au nombre de 
solutions, dans (O, 1, . .., n-l)', du systéme 

t - t  si 1 - 1 ,  t,-tr=s,, 

f(s)=I'o"-ls'"+ si s . = Q  
sinon. 

On a donc 

On conclut à l'aide des inégalités (t"( < ltj( < r max (tjl. i 
LEMME 4.2. Soit pl, . . . , p, des poIynômes trigonométriques. On a 
(a) IKr (~ l r  PJI < + r ( r - I ) n i  IIPiII, od IIpiII = IIPiIIm+IIpiII1/2; 
(b) les polynômes trigonométriques sont denses dans V ~ I H ~ , ~ ;  
(c) Kr se prolonge à Vn Hl12 en une forme multilinéuire continue; 
(d) pour ul ,  ..., u r ~ % n H l i 2 ,  Kr,n(u,, ..., U,)+K,(U~, ..., u,). 

Preuve. (a) Cette partie résulte du lemme 4.1 et du théorème 2.1 par 
exemple. 

(b) Soit m un entier > O. Posons 

D,(x) = C eijx (noyau de Dirichlet), 
fil 

1 "  
F m b )  = - DL($ (noyau de Fejér). 

m 1 
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De la relation ilu-u +D,II:,2 = x,k13ni lkl lX(k)12, il résulte que u * D,+u dans 
Hl,,;  il en est donc de même pour u * Fm.  Cette dernière converge aussi vers 
u dans V .  Cela établit (b). 

(c) Ce résultat est classique et peut se voir à l'aide de l'identitk suivante 
pour une forme multilinéaire M sur un espace vectoriel: 

(qui généralise l'identité x1x2-y, y, = (x, -yi)x, +y,(x,-y,) ) .  
(d) Posons pi,, = uj  * Fm, p = . a . , pr,,,J, u = (ul, . . . , u,). Le résultat 

découle de i'inégalité suivante : 

i en faisant tendre n puis rn vers +cri et en utilisant le lemme 4.1, l'identité 
ci-dessus pour une forme multilinéaire et le théorème 2.1. i 

Le lemme 4.1 montre en particulier que la forme rnultilinéaire K r  n'est pas 
I symétrique si r > 2. Considérons sa symétrisée 

I où est le groupe des permutations de (1, . . . , r). L'identification de Kr repose 
sur un lemme combinatoire de Hunt-Kac [9] et Spitzer [12]. D'un calcul de 
Kac [9] utilisant ce lemme on isole la remarque suivante. 

! 
LEMME 4.3. Soit F: Z -t C une application symétrique et telle que z Itl IF(t)l 

< cri. Posons 
1 

F,(n)= 1 F(t) ,  ~ E Z .  
t l +  ...+ t k = n ,  

t k + i +  ...+ t , = - n  

Alors 

Preuve. Pour t E Zr, posons ta  = (t,,, . . . , t,). On a 

Comme ( f i k  = (F,)'? il suffit de considérer le cas où F est paire. On a 

Le lemme combinatoire de Hunt-Kac [9] (ou de Spitzer [12]) donne 
r 



262 M. Bouaziz 

Donc, pour O et k fixés, on a 

C F(t)tni l ~ o , + ~ d ~ , ,  + - .. +td = F(to)tu, l io,+.i(ta, + . .. 
i . = o  [ta). = O  

Cela établit le lemme 4.3. ri 

Le lemme précédent permet d'identifier la symétrisée de K r  avec un choix 
convenable de F. Commençons par les polynômes trigonométriques. On a 

Donc P est symétrique. Comme les pj  sont des polynômes trigonométriques, 
F satisfait aussi la deuxième condition du lemme 4.3. Les relations 

montrent que 

Notons I ( r ,  k) l'ensemble des parties à k éléments de Er = ( 1 ,  . . . , r). Pour 
k fixé et K parcourant B ( r ,  k), la famille de parties de i",, définies par 
( o ~ x :  o ( l ,  ..., k)  = K), est une partition de ia,. D'où 

Cette formule est invariante par le changement de variables j = r - k  et 
J = E,\K, car ( u ,  v),/~ = (v*, u*),,~. Cela établit la formule symétrisée du 
théorème 2.2 dans le cas de polynômes trigonométriques. Pour montrer que 
cette formule convient dans W n  il sufit d'observer que: les deux membres 
de cette formule sont des formes multilinéaires continues sur ign Hl, ,  celles-ci 
coïncident sur les polynômes trigonométriques et ces derniers sont denses dans 
% n H l i 2 .  Cela établit le théorème 2.2. si 
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5. Preuve des corollaires. 
Preuve  d u  coro l la i re  2.1. (a) Cette partie du corollaire résulte du 

théorème 2.1. 
(b) Posons u,  = u, u, = . . . = ur = W. Dans ce cas, tr n; T,(ui) est in- 

variant Dar toutes les permutations de 11, . . . , r ) .  Il en est donc de même pour 
K,,,(u,, . . . , es,) et sa limite Kr(ul, . . . , ur). 

Supposons que u,  w c % n H u 2 .  Appliquons la formule (b) du théorème 2.2 
en distinguant les parties à s éléments de 11, . . . , r} ,  qui contiennent 1 et celles 
qui ne le contiennent pas. Posons K. = Kr(u, w, . .., w). Comme 

On conclut en posant j = r-s dans le premier terme de cette somme. i 
LEMME 5.1. Soit w E Lmn Hl,, avec Ilw I I  < 1, et b ( z )  = znl >zn U M  série 

entière de rayon de convergence à 1 .  Alors $ ( W ) E L " ~ H ~ ~ ~  et Co a,wk+ d (w)  
dans El l l z .  

Preuve. Posons f =  $(w) et fn = z : a k w k .  
(a) f~ Lm car Lm est une algèbre de Banach. 
(b) Montrons que f eHII2.  Il résulte de (a) que, pour tout ~ E Z ,  

F(t) = C an(wnl"(t). 
n $ O  

Choisissons e l  et e2 tels que llwllrn < ez < el < 1. Donc 

sup I I  la,(ez/eiYl = c < a. 

D'où 
l ~ , ( ~ Y ( t ) l  < ce? lC(w/e2)"l"(t)l~ 

lf(t)12 < e' z lC(w/e2)"l^(t)12, où c' = c2 e:", 
n n 
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On conclut à l'aide du lemme 3.3 qui montre que, pour tout h€LmnH,,,, 

(c) Pour montrer que fn -r f dans Hl/,, il suffit de noter que 

et d'appliquer la méthode de (b). i 

Preuve  d u  co ro l l a i r e  2.2. Notons 9m(C") l'algèbre de Banach des 
opérateurs linéaires continus de Cn dans lui-même. Considérons l'application 

On a K(1) = 1, et la formule (1.1) montre que J(T,(h)/l, 4 JJhlJ,. 
Sait u, V E V ~ H , , ,  avec 111 -v i lm < 1. 

(a) Calcul de Iim,tr T,(u)[T,-'(v)-T,(v-')]. Pour inverser u et T,(v) ,  on 
utilisera la formule classique suivante qui est valable dans une algèbre de 
Banach avec unité: 

Posons w = 1 - v. On a donc 

v - l =  C wr dans %', 
r 2 O  

~,-'(v) = C r ( w )  dans &(Cn), 
r 3 O  

Comme Ia forme linéaire trace sur 4 ( C n )  est continue, on obtient (avec Ies 
notations Kr,,  et Kr de la section 4) 

t r x ( ~ ) l T , - ~ ( ~ ) - T , ( ~ - ~ ) l  = K,,,(u, wr-')- C Kr,n(u, w ,  ..., w), 
r 2  1 r & 2  

qui, par le corollaire 2.1, tend vers 

C K z b ,  wr - l ) -  Kr(u, w, . .., w). 
r 3 1  r 3 2  
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Appliquons le lemme 5.1 aux séries E n k o z n  et En,, zn/n (121 < 1). On a 

Cela établit la première partie du corollaire 2.2. 
(b) Preuve du théorème fort de Szeg6 pour u E %n Hl,, avec II 1 -vil , < 1. 

C'est un cas particulier d'un résultat plus général [14]. Cependant, ce cas 
particulier est une conséquence simple de la formule (1.51, du corollaire 2.1, du 
théorème de convergence dominée et du lemme 5.1. Cela termine la preuve du 
corollaire 2.2. i 

I Le corollaire 2.3 est aussi une conséquence simple des théorémes 2.1 et 2.2, 
du corollaire 2.2, de l'inégalité de Hiilder pour les opérateurs et de la 
proposition suivante sur les cumulants de formes quadratiques de vecteurs 
gaussiens. 

PROPOSITION 5.1. Suit X un vecteur gaussien à valeurs dans Rn, centré et de 
matrice de covariance r. Si A est une matrice d'ordre n, réelle et symétrique, alors 

(a) la fonction caractéristique de la forme quadratique X'AX s'écrit 

1  ( 2 i ~ ) ~  
f(x)=exp- k tr  AT)^] pour 12 xl Q (Ar) < 1 ,  

2k>l 

où @(Ar) est le rayon spectral de A r ;  
(b) en particulier, le cumulant d'ordre k de X ' A X  s'écrit 

Preuve. On va se ramener essentiellement au cas ou I' est l'unité. Soit r le 

i rang de r. Soit U une matrice orthogonale réelle d'ordre n, telle que 
U'TU = A, ou A est une matrice diagonale 2 O, dont les r premiers termes 
sont les valeurs propres non nulles de r (si celle-ci est non nulle). Le vecteur des 
coordonnées de X, dans une base orthonormée de vecteurs propres de 
ï (colonnes de U); s'écrit Y= U'X. C'est un vecteur gaussien, centré et de 
covariance A. Notons 1, la matrice unité d'ordre r et posons 

On a donc X = U1 Y, P.S., et Y,  est gaussien, centré et de covariance A,. 
Posons enfin 



On a donc 

X'AX = Z'BZ P.S., 

où Z est gaussien, centré et de covariance l,, et 3 est rèelle et symétrique. 
Les valeurs propres de B sont réelles. Notons-les Pl, . . . , fi,. La fonction 

caractéristique de X'AX,  qui est aussi celle de Z'BZ, s'écrit donc 

car ces deux expressions de u(z) sont analytiques pour %(z) > O et coïncident 
pour z réel > 0. Il en résulte que 

r 

= exp [$ ( 2 i ~ f l ~ ) ~ / k ]  si 12x1 e(B) < 1 
J= l  k a 1  

= exp C ( 2 i ~ ) ~  tr (Bk)/k] . 
k B 1  

Comme tr(Bk) = tr il reste à vérifier que B et AT ont même rayon 
spectral. La matrice B s'écrit 

c'est-à-dire 

Il s'agit finalement de montrer que si M (ici M = Al/') et N (ici N  = U'AU) 
sont des matrices réelles, carrées, de même ordre et symétriques, alors les 
matrices MNM et N M ~  ont mêmes valeurs propres non nulles. A part le fait 
que Ali2 2 O, le cas particulier précédent est en fait le cas général. 

Soit s le rang de M. Par diagonalisation de M et invariance du 
déterminant par similarité, on peut supposer que M  est diagonale réelle dont 
les s premiers termes diagonaux exactement sont non nuls. Posons 
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Les relations 

(ou K est d'ordre ( n - s )  x s) terminent la preuve car M o  est inversible. a 
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