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Abstract. This paper extends the work by Rao [6] wnoeming 
factor analysis criteria equivalent to the principal çomponent analysis 
of a fmite set of random variables. We search for global (i-e. 
non-iterative) criteria for the factor analysis of a probability delined on 
a separable Hilbert space or of a real random function other than 
a finite or countable set of real random variables. We compare this 
analysis with principal component analysis defmed in a general proba- 
bilistic setting by Dauxois and Pousse [2]. 

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS 

Les analyses factorielles sont inspirées, de manière plus ou moins directe, 
de techniques relativement anciennes élaborées dans un cadre probabiliste en 
dimension finie en vue d'application à des problèmes de statistique inférentielle 
(cf. [3]), puis adaptées plus récemment à des problèmes de statistique multi- 
variée. Ces analyses ont été, à l'origine, définies comme des méthodes itératives 
(OU "pas à pas"), et alors soumises à des conditions relativement exigeantes 
d'existence. Mais un cadre probabiliste plus général et une approche globale 
s'imposent si l'on veut mieux comprendre les propriétés asymptotiques de ces 
analyses et leur stabilité par échantillonnage ou discrétisation (cf. [2]). 

Cet article est une suite de [ 5 ] .  Nous cherchons à obtenir, à partir des 
caractères extrimaux des valeurs singulières d'un opérateur compact, des critères 
globaux (i.e. non-itératifs) d'analyses factorielles linéaires d'une probabilité 
définie sur un espace de Hilbert réel séparable ou d'une fonction aléatoire réelle 
non-nécessairement réduite à une famille finie de variables aléatoires réelles. 
Outre l'avantage d'assurer dans tous les cas l'existence de l'analyse et de four- 
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nir un moyen global de l'obtenir, une telie approche permet de dégager plu- 
sieurs familles de critères, plus forts, équivalents, ou plus faibles que 1'Analyse 
en Composantes Principales (A.C.P.) définie dans ce cadre probabiliste général 
par Dauxois et Pousse [2]. 

L'idée de chercher des critères giobaux d'analyses factorielles linéaires 
équivalents i 1'A.C.P. d'une famille finie de variables aléatoires réelles revient 
a Rao (cf, 161) et à Darroch (cf. [il, voir aussi [4]). Notre étude constitue une 
extension de cette recherche dans un cadre probabiliste sensiblement plus 
général. 

Id. Intkgration sur airi espace de Hilbert. Dans cette section, H désigne un 
espace de Hilbert réel séparable de norme notée I]./I. Nous identifierons 
H à son dual topologique, identification qui conduit logiquement a noter le 
produit scalaire sur H par les crochets de dualité (a, -) (au lieu de (- 1 -)). Nous 
désignerons par a, Ia tribu de Borel de H. On se reportera au 8 1 de [5 ]  pour 
tout ce qui concerne les espaces a, (H) et leurs normes 1 1 - 1 ,  pour tout réel p 2 1 
ou pour p = m. 

Soit une mesure bornée p  sur un espace mesurable (9, d). Nous dé- 
signerons par Li@) [resp. I? ( p ) ]  l'ensemble des applications p-intégrables 
[resp. de carré p-intégrable] de D dans R, par MH i'ensemble des applica- 
tions mesurables de (9, d)  dans (H, a,), et pour chaque application f de 
D dans H,  et par 11 f  11 l'application de B dans R qui à tout w de 62 associe le réel 
II f (4 Il. 

Nous noterons L& (p )  l'ensemble des applications p-intégrables de B dans 
H, autrement dit l'ensemble 

et l'intégrale de f  par rapport à p est l'unique élément i(  f )  = 1, f  (a) d p  (w) de 
H, encore noté i ( f )  = l a f d p ,  défini par la relation 

Nous supposerons connues les propriétés usuelles de i( f ) .  Si p est une probabi- 
lité sur (62, d), i( f )  est alors l'espérance mathématique de f  que nous noterons 
E ( f ) .  

De la même manière, nous noterons &(p) le sous-ensemble de &(p) 
défini par 

L%b) = { f € M I I :  Ilf IIEL~@)). 

Muni du produit scalaire 

LL(p)  est un espace de Hilbert séparable. 
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Lorsque (O, d) = ( H ,  a,), nous dirons que p est centrée si l'intégrale 
s'(IH) de i'application identique IH de H par rapport à p est nulle G x d p  (x) = O), 
et que p admet un moment d'ordre deux si 1, est élément de ZH(p). 

1.2. Opkrateur de covariance d'une mesure bornée sur un espace de Hilbert. 
Considérons maintenant une mesure bornée p sur (H, BR) que l'on suppose 
centrie et admettant un moment d'ordre deux. Pour chaque couple (x, y) 
d'éléments de H, nous noterons par x@y l'opérateur de rang 1 de H dans 
H défini par 

x@ylu) = 0, u ) y .  

Il est immédiat que, pour tout x de H, l'opérateur x@x est élément de crz(H), 
que l'application @ de H dans l'espace de Hilbert a2 O (muni de la norme de 
HilbertSchmidt IImII,, cf. [ 5 ] )  qui à tout x de H associe x@x est continue (donc 
mesurable), et que (par hypothèse): 

1 Il@(x)llzdlu(x) = 1 11x1I2d~(x1 < +m. 
a B 

Par suite, CD est élément de (p). Nous appellerons l'opérateur de couariance 
de p l'intégrale V de @ par rapport à p, i.e. 

Nous supposerons connues les propriétés usuelles d'un tel opérateur intégral, 
élément de az(H) par définition, et notamment que: 

(a) V est l'unique opérateur de H dans H tel que 

(VUEH) VU = fx@x(u)dp(x). 
R 

(b) (VUEH, V V E H )  (Vu, v) = [ H ( ~ ,  x)<v, x)dp(x). 

(c) V est auto-adjoint positif, nucléaire, et 

(d) Pour tout opérateur continu A de H dans un espace de Hilbert réel 
séparable H' @ouvant coïncider avec H), l'opérateur de covariance V' de la 
mesure image p~ de p par A (centrée comme p) et V sont liés par la relation 

V' = AoVoA*, 

où A* désigne l'adjoint de A. 
(e) Si H est l'espace euclidien Rn rapporté à sa base canonique et muni du 

produit scalaire canonique, on déduit de (b) que la matrice de représentation 
Y de V dans cette base est la matrice de terme générique 
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où xi et x j  sont respectivement les i-éme et j-ème composantes canoniques de x. 
Par suite, si p est la loi de probabilité Px d'un vecteur aléatoire centré 
X = (XI, ... , X,) à valeurs dans Rn, on obtient 

et Y est bien la matrice de covariance des X i  au sens usuel. 

1.3. Essai de dassification des gropriétis extrémales des valeurs singulières 
d'un opérateur compact. Dans [ 5 ] ,  nous avons dégagé deux types de critères 
dont l'analyse conduit, pour un opérateur compact T donné défini sur H, à une 
base &rt,honormale (u,, . . . , u,) d'un sous-espace F de H. 

Les uns conduisent à une sohtion unique à une équivaIence près, les vec- 
teurs ui cherchés constituant une famille orthonormale de vecteurs propres de 
T*oX et F est engendré par cette famille. Nous rangerons parmi ces critères 
ceux faisant l'objet: 

- de l'assertion (ii) du théoréme 3.1 et de son corollaire 3.2, 
- de la proposition 3.3 pour ol > 1, 
- de la partie (b) de la proposition 3.4, 
- de la proposition 3.6 et de ses corollaires 3.7 et 3.8. 
Le critère de la première partie du théorème 2.7 fait également partie de 

ces critères. En effet, on peut interpréter la minimisation de II T- U 11, pour U de 
rang fini q donné comme la recherche de deux familles orthonormales 
{ul, . .. , u,) et {v,, . . ., v,} respectivement de H et H' et de q nombres com- 
plexes a,, . .., a, tels que 

, soit minimum. Comme p # cri, la solution coïncide avec le développement de 
Schmidt 

d'ordre q de T et on obtient bien (pour chaque i~ (1, . . . , q}) :  

Les autres critères conduisent à une solution non-unique, le sous-espace 
F étant unique à une équivalence prés, toute base orthonormale de F répon- 
dant à la question. Ce sont les critères faisant l'objet: 

- du théorème 2.3, et plus généralement de la proposition 2.5, 
- de la proposition 2.8, 
- de l'assertion (ii) du théorème 3.1, 
- de la partie (a) de la proposition 3.4, 
- de la proposition 3.5. 
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Les premiers apparaissent comme des critères forts, les seconds comme des 
critères moyens. Il faut noter le peu de différence pouvant séparer la formula- 
tion de certains critères moyens de certains critères forts. 

Il est possible de dégager une troisième catégorie de critéres qui ne con- 
duisent pas à l'unicité de F, et que nous nommerons critères faibles. Con- 
sidérons l'exemple suivant. Soient T un opérateur compact auto-adjoint et 
positif sur H, {u,, . . . , u,) une famille orthonorrnale de H engendrant un 
sous-espace F, P le projecteur orthogonal de H sur F, la suite pleine 
décroissante des valeurs propres de T: { f i ) J e J  celle des valeurs propres de 
U = Po TF, et (eJi, une base orthonormale de vecteurs propres de T associée 
à la suite -(&. Alors: 

(a) NOUS avons vu (cf. théorème 3.1 de 151) que 

et que cette relation est une égalité si et seulement si ui = ei pour chaque i de 
Il ,  .. . , q). C'est un critère fort. 

(b) L'identité de Parseval donne 

D'après le théorème 2.2, pour qu'il y ait égalité, il faut et il sufit que E.' soit 
engendré par {el, . . . , e,). On obtient un critère moyen. 

(c) La différence entre les deux critères (a) et (b) s'exprime par 

Le minimum, zéro, est atteint si et seulement si, pour chaque couple (i, j), i # j, 
on a 

<Tui, uj) = <Uui, uj) = 0. 

Chaque vecteur ui doit donc être un vecteur propre de U ou encore de 
P O TOP. On peut donc choisir F arbitraire de dimension q ;  l'opérateur com- 
pact PoToP est alors déterminé, et toute base orthonormale de F formée de 
vecteurs propres de P o  TOP répond clairement à la question. 

On obtient ainsi un critère faible. Toutefois, si H est de dimension finie q, 
P coïncide nécessairement avec H et ce critère devient alors un critère fort. 
Un critère faible pour la recherche simultanée d'un certain nombre de vecteurs 
peut donc se transformer en critère fort lorsqu'on les cherche globalement 
tous. 
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2. ANALYSES FACTORIELLES L E N É A ~ E S  D'UNE MESURE B O m E  
SUR UN ESPACE DE HILBERT 

Dans toute cette section, p désigne une mesure bornée sur un espace de 
Hilbert réel séparable H. On suppose que p est centrée et admet un moment 
d'ordre deux. On note K le support de p, autrement dit, le plus petit 
sous-ensemble fermé de H en dehors duquel p est nulle. Par hypothèse, K est 
implicitement muni de sa tribu de Borel gK, sous-tribu de BH, et nous noterons 
simplement (K, p) l'espace mesuré (K, B K ,  p). Les autres notations sont celles 
de la section 1. 

.On considère un sous-espace de Hilbert F de H,  de supplémentaire ortho- 
gonal noté F I ,  et on désigne par A et B respectivement les projecteurs 
orthogonaux de H sur F et F I ,  par et p~ les mesures images de p par A et 
B sur F et F I .  

2.1. Sous-espace de dimension finie le plus proche d'un espace mesuré. Com- 
me p est centrée et admet un moment d'ordre deux, les mesures p~ et p~ sont 
centrées et admettent chacune un moment d'ordre deux. Nous conviendrons de 
la définition suivante: 

D~FINITION 2.1. Nous appellerons moment d'inertie de l'espace mesuré 
( K ,  p] relativement à un sous-espace de Hilbert F de H le réel 

Soit 4 la famille des sous-espaces vectoriels (fermés) de H de dimension 
finie au plus égale à un entier q donné (q < dimH). S'il existe un élément F ,  de 
6 tel que 

IFo = Inf{IF: F E $ } ,  

nous dirons que F,  est un sous-espace de dimensionjnie au plus égale à q le plus 
proche de (K, p). 

On définit de manière analogue le moment d'inertie I,I de ( K ,  p) relative- 
ment au sous-espace F I .  II est immédiat que 

En effet, comme A+ B = I,, on a 

Remarque.  Prenant I; = {O}, le moment d'inertie de (K, p) par rapport 
à l'origine est donc égal à la trace tr(V). On retrouve ainsi un résultat connu 
lorsque K est un sous-ensemble fini de points pondérés d'un espace euclidien Rd 
(cf. [63 par exemple). 
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TxxÉo~Ü?m 2.2. Pour qu'un sous-espace F de H de dimension finie au 
plus égak  d un entier q donné soit le plus proche de ( K ,  p), il faut et il sufit 
que F soit engendré par q premiers vecteurs propres de l'opérateur de covariance 
V de p. 

En effet, de la relation (1) on déduit que 

ou, par définition: 

- 1 ~ 1  = J 1 1 ~ 1 1 2 d ~ ~ ( ~ )  = IIVrlll = IIAoVOAIII = l l A ~ ~ I l i ,  
F 

V = A o  V o A  désignant l'opérateur de covariance de p~ ( A  étant auto-adjoint) 
et VF la restriction de V au sous-espace F. Le résultat apparaît alors comme 
une conséquence immédiate du théoréme 2.3 de [ 5 ] .  

Remarque.  Le sous-espace F obtenu n'est unique qu'a une équivalence 
près. Néanmoins, si (J l , ) jEJ désigne la suite pleine des valeurs propres de V et si 
Aq # (q < cardJ), alors le sous-espace F cherché est unique et 

2.2. Sous-espace de co~mension finie donnée le plus éloigné d'un espace 
mesuré. De manière analogue, on peut chercher s'il existe un sous-espace G de 
Hy de codimension finie donnée q (ou de codimension finie au plus égale à q), tel 
que IG soit maximum. Cela revient à maximiser I I  AoVoAII, lorsque A est un 
projecteur orthogonal de H d'image de codimension finie donnée q (ou de 
codimension au plus égale à q). Le résultat découle directement de la proposi- 
tion 2.8 de 151: 

PROPOSITION 2.3. Pour qu'un sous-espace G de H de codirnensionfinie au 
plus égale à un entier q donné soit le plus éloigné de ( K ,  p), il faut et il suflt que le 
supplémentaire orthogonal G' de G soit engendré par q premiers vecteurs propres 
de I'opérateur de covariance V de p. 

Remarque.  On peut aussi déduire ce résultat du théorème 2.2 précédent 
en observant qu'imposer codimG = q revient à imposer dimG1 = q, et par 
suite que l'on a 

Sup (1,: codim G = q}  = I I  V 1 1 ,  - Inf { I G ~  : dim G' = q )  . 

On est ainsi ramené à chercher un sous-espace de dimension q (ou au plus égale 
à q) le plus proche de (K, p). Ceci provient du fait que l'opérateur de covariance 
V de p vérifie la propriété 
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alors qu'en général, pour tout T de a, (H), avec p E Cl, + m [, on a seulement 
(cf. [ 5 ] ) :  

IIAoToAII,+ ll~~,-A)oTo(~rf-A)ll, G IIVII,. 

Cette remarque renforce l'intérêt de la proposition 2.8 de 151. 
2.3. Maximisation de Ba moyenne des carrks des distances entre les points 

d'na espace messiré. Nous conviendrons de la définition suivante: 

DÉFINITION 2.4. NOUS nommerons moyenne des carrés des distances entre 
les points de I'espace mesuré (Ky p) le réel 

1 
= - 1 Ilx-vl12db@P~(x' Y). 

2 ~ 2  

PROPOSITION 2.5. On a: M = p (K) tr (n. 
En effet, il vient immédiatement en utilisant le théorème de Fubini: 

Par une nouvelle application du théorème de Fubini, il suit, p étant centrée: 

avec, d'autre part: 

c e  qui achève la preuve. i 

Remarque.  On rapprochera ce résultat de celui obtenu dans un cadre 
matricid par Rao dans [6] (p. 335) lorsque K est un nuage de n points (de 
poids 1) d'un espace Rd muni de sa structure euclidienne canonique; il a établi 
que M = ntr(V), où V est la matrice d'inertie du nuage. 

Soit H' un espace de Hilbert réel séparable. On peut chercher une "re- 
présentation" de (K, p) dans H', de dimension donnée q, telle que la moyenne 
des carrés des distances entre les points de cette représentation soit la plus 
proche possible de ce qu'elle était dans K. Une teile représentation peut se faire 
au moyen d'un opérateur A de L(H, H'). Nous nous limitons ici au cas où cet 
opérateur est une isodtrie partielle, ce qui revient éventuellement à conserver 
ou à représenter isométriquernent une partie de K. Sous une telle hypothèse, la 
moyenne MA des carrés des distances entre les points de A (K) est (cf. pro- 
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position 2.5) : 

et, par application de la propriété 5 du § 1.3 de 151, est inférieure ou égale à la 
moyenne des carrés des distances entre les points de K. Par suite, on cherche 
une isométrie partielle A de H dans H' maximisant I l  d O V O A' 1 1  ,. Or, d*o A est 
un projecteur orthogonal P de L(H) tel que A = AoP (cf. 5 1.1 de [5]) ,  et, 
V étant auto-adjoint positif, AoVoA* i'est aussi, et par suite: 

et le problème revient donc à chercher un sous-espace ImP de dimension finie 
donnée q tel que llPoVoPll soit maximum, autrement dit, un sous-espace de 
dimension q le plus proche de (Ky p), et toute isométrie partielle A dont 
l'ensemble initial est un tel sous-espace convient. 

Nous énoncerons donc la 

PROPQSITION 2.6. Soit I-I' un espace de Hilbert réel de dimensionfinie q. Pour 
que la moyenne des carrés des distances entre Ies points d'une représentation de 
(Ky p) au moyen d'une isométrie partielle A de H dans H' soit maximum, il faut et 
il sufit que l'ensemble initial de A soit un sous-espace de H engendré par q pre- 
miers vecteurs propres de l'opérateur de covariance V de p. 

2.4. Représentation d'un espace mesuré par un système orthonormal de 
cardinal fini donné. On cherche maintenant une représentation optimale de 
(K, p) par un système orthonormal {ui: i = 1 ,  . . . , q )  de cardinal fini donné q 
(q < dimH), chaque vecteur ui étant muni d'un poids vi (vi > O). Le critere 
d'optimalite retenu ici est la minimisation de la norme de Hilbert-Schmidt de 
v- Y', ou 

est l'opérateur de covariance de la mesure v sur (ui: i = 1, . . . , q )  affectant 
chaque point ui de son poids vi (v((ui)) = vi). Lorsque H est un espace Rd 
muni de la structure euclidienne canonique, la matrice de représentation 
canonique de V' n'est autre que la matrice d'inertie du nuage pondéré 
((ui, vi): i = 1, . . . , q )  (cf. [6]). 

En vertu du théorème 2.7 de [5], I I  V- Vil, est minimum si et seulement si 
V' coïncide avec le développement de Schmidt 

d'ordre q de V (cf. [5], 5 1.3). Il est alors immédiat que, pour chaque i de 
(1, . . . , q), on a nécessairement vi = hi et ui = ei, d'où la 
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PROPOSITION 2.7. Pour qu'un système orthonormal pondéré de H de cardinal 
Jni  donné q, { ( q ,  vi): i = 1 ,  . . . , q )  (vi > O), constitue une représentation optimale 
de ( K ,  p), il faut et il su@t que 

( V i ~ ( 1 ,  . .. , q))  ul = ei et vi = Air 

OU (ei: i = 1, , . . , q)  est un système orthonormal de q premiers vecteurs propres 
associés à la suite pleine ddcroissante ( A i :  i = 1, . . . , q ]  de q premisres valeurs 
propres (strictement positives) de l'opérateur de covariance V de p. 

Remarque 1. La mesure v sur (ui: i = 1, . . . , q)  n'est pas centrée, et donc 
une telle représentation ne respecte pas la condition d'égalité des moments 
d'ordre 1. 

Remarque 2. Au lieu de la norme de Hilbert-Schmidt, qui est celle 
utilisée historiquement par Rao [6] ou Darroch [l] puisqu'elle correspond a la 
norme euclidienne des matrices, le théoréme 2.7 de [5 j  permet d'envisager, 
lorsque K est un sous-ensernble$ni d'un espace de Hilbert séparable, la minimi- 
sation de IIV- V'llp pour tout p de [l,  +CO[ et indique que le résultat est 
conservé. 

2.5. h a l y s e  en Composantes Principales d'une mesure bornée. On peut 
comparer les analyses factorielles précédentes de la mesure p avec son Analyse 
en Composantes Principales (A,C.P.), introduite par Dauxois et Pousse dans 
[2] (pp. 303-306), à laquelle on associe le schéma de dualité: 

où U et son adjoint U* sont définis par 

L'A.C.P. de p est fournie par l'analyse spectrale de K opérateur de covariance 
de p. Les facteurs princiljaux de p constituent une base orthonormale de H for- 
mée de vecteurs propres de V associés à la suite pleine décroissante de ses 
valeurs propres. 

De tous les critères étudiés dans cette section, seul celui du 4 2.4 est 
équivalent à l'A.C.P. de p: ce sont des critéres forts. Par contre, les deux autres 
analyses correspondent a des critéres moyens dont 1'A.C.P. pas à pas de p 
fournit seulement une solution. 

2.6. Repère mobile d'inertie. Soient F un sous-espace de H de dimension 
finie égale à q, et P le projecteur orthogonal de H sur F. Pour analyser la 
mesure p, on se propose d'utiliser le critère faible étudié au 9 1.3: on cherche 
une base orthonormale (ui: i = 1, . . . , q)  de F telle que Ia somme 
Ci, j  (Vui, u j ) 2  soit minimum, autrement dit soit nulle. 
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Avec les notations du 5 2.5, relevons que si l'on considére les variables 
aléatoires & = U* ui (i = 1 , . . . , q), on a 

(vui, uj )  = Cov(y;., FI, 
car p est centrée. 

On obtient (cf. 5 1.3) une base orthonormale {ui: i = 1,  . . . , q )  de F formée 
de vecteurs propres de P o V o P  = V', opérateur de covariance de la mesure 
image pp de p par le projecteur orthogonal P. Or, si les valeurs propres 
associées sont rangées dans l'ordre décroissant, la droite de direction ul est Ie 
premier axe d'inertie de (F, pP), autrement dit, la droite vectorielle de F la plus 
proche de IF ,  pp) (cf. théorème 2.2); de même la droite de direction u, est: le 
deuxième axe d'inertie de (F,  p,), et ainsi de suite.. . 

A chaque sous-espace F, on peut donc ainsi associer un repère d'inertie de 
la projection orthogonale p, de p sur F dont les vecteurs de base sont les 
facteurs principaux de 1'A.C.P. de pp puisque ce sont des vecteurs propres de V' 
associés a la suite pleine décroissante de ses valeurs propres. Ce repère est 
évidemment variable avec le sous-espace F .  

3. ANALYSES FACTORIELLES LM~AWES D'UNE FONCTION ALÉATOIRE R&ELLE 

Dans toute cette section, on désigne par X = (XI),, une fonction aléatoire 
réelle définie sur un espace probabilisé (O, d ,  P), l'espace paramétrique 
T étant supposé muni d'une tribu Y et d'une mesure bornée p si Tn'est pas 
dénombrable. Si T est l'ensemble N des entiers naturels, ou un sous-ensemble 
de N, la tribu T sera la tribu des parties de T et ,u la mesure de dénombrement. 

Les produits scalaires sur les espaces de Hilbert I?(P) et L2(p) seront 
respectivement notés (-, .) et (-, ->,, et leurs normes associées )I.)) et )/-)),. 
Nous désignerons par PQp  la mesure produit des mesures P et ,u sur l'ensem- 
ble S2 x T muni de la tribu produit d Q F .  

Nous désignerons par X l'application de LI x T dans R qui a tout (w,  t) de 
S2 x T associe le réel X (w , t) = X, (w), et supposerons que: 

(a) X est élément de l'espace L?(P@p), ce qui implique notamment que 
(i) ( V ~ E T )  X(-, t) = Xt€I.?(P); 

(ii) (VOELI) X(O, .)€L2h). 
(b) X est centrée, i.e. (VÉE T )  E(Xt) = 0. 
Enfin, on considère l'application Xf de D dans I? (p) qui à tout co de 

fi associe sa trajectoire X(w, .) dans L? (p). On munit l'espace L2 Cu) de sa tribu 
borélienne. Cette application X' apparaît alors comme une variable aléatoire 
dont on note Px# la loi de probabilité. II est immédiat que Px, est centrée: en 
effet, d'après le théorème de Fubini, l'espérance mathématique E (X') de X' est 
l'unique élément de E(p)  tel que 
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De plus, Px, admet un opérateur de covariance car 

ou 1 1 1 . 1 1 \ 2  désigne la nome de l'espace de Hilbert l ? ( P @ p ) .  
Nous désignerons par V cet opérateur que nous nommerons opérateur de 

covariance de la fonction aléatoire X; V est nucléaire, auto-adjoint positif et, par 
définition, donné par la relation (cf. 5 1.2): 

Ainsi V apparaît comme l'espérance mathématique de l'opérateur aléatoire 
X'@Xf de l'espace de Banach a, [fi (p)] - et donc aussi de l'espace de Hilbert 
a, [L2 (ji)] - que l'on devrait noter E (X'BX') mais que l'on notera (par abus 
d'écriture): 

V = E (XmX). 

3.1. h concept #analyse factoriene linéaire d'me f ~ ~ c d o n  aléatoire réeue. 
Considérons le schéma de dualité associé à la fonction aléatoire X (cf. [2]): 

LZ (ji) a L2 (P) 
IJv  W # J  (V=UoU*,W=USoU),  
L2 Cu) 'i= L~ (P) 

où U et son adjoint U* sont définis par: 

(V Y E j? (P)) [U (Y)] (t) = 1 X (w , t) Y (w) dP (w) y-presque-partout 
P 

= (Y, X,) p-presque-partout, 

(Vu E Jl? (p)) [U* (u)] (w) = J X (w, t) u (t) dp (t) P-presque-partout 
T 

On a Uo U* = K opérateur de covariance de X, et U* O U = W, opérateur de 
covariance de la mesure image ps de y par l'application E de Tdans Jl? (P) qui 
à tout t de T associe X,. Les opérateurs nucléaires V et auut-adjoints 
positifs, ont les mêmes valeurs propres. De plus, si v est vecteur propre de Vde 
valeur propre associée 1, alors Z = U* v est vecteur propre de W associé a la 
même valeur propre; la réciproque est évidemment vraie si U* est injectif. 

Remarque im p O rtante. Lorsque T n'est pas dénombrable, E'hypothése 
que la mesure p est bornée est essentiellement faite pour assurer Ea mesurabilité 
des images U(Y) des éléments Y de j? (P) par U. Lorsque T est un sous-ensemble 
de N (pouvant coïncider avec N), cette rnesurabilité est acquise puisque T est 
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alors muni de la tribu de ses parties, et nous prenons naturellement pour p la 
mesure de dénombrement (qui n'est évidemment pas bornée si T n'est pas fini). 

Nous conviendrons de la définition suivante: 

DÉFINIITON 3.1. Nous appellerons analyse factorielk linéaire de la fonction 
aléatoire X toute recherche d'une famille libre lui:  i~ 1) de L2 (p) éventuelle- 
ment orthogonale (où I est une section commençante de N*, ou N*) telle que la 
suite (I.'i = U* ui: i ~ 1 )  de variables aléatoires de I? (P) soit une représentation 
optimale de X (en divers sens que nous allons définir). 

Nous distinperons trois types de critéres d'optimalite: des crit2res forts, 
des critères moyens et des critères faibles. Sauf éventuellement dans le cas de 
i'halyse en Composantes Principales (A.C.P.) de X, ltenwmbIe I sera supposé 
$ni de cardinal donné q (q 6 dirn [LZ(p)]). 

Les variables aléatoires ( i ~  1) ainsi définies sont centrées car 

et par suite, pour tout couple ( i ,  j): 

CovIK, Yj) = ( Y I ,  Yj) = {U* ui, U* uj> = (UoU* u,, u,}~ = (vui, uj)=.  

A.C.P. linéaire de X. Nous rappelons (cf. [2]) que l'A.C.P. linéaire de 
X consiste en la recherche d'une suite orthonormab {ui: i E I )  de (pl par le 
procédé itératif (ou "pas à pas") suivant, nécessairement fini lorsque L2 (p) est de 
dimension finie : 

Y, = U* ul est de variance maximum, 
Y,  = U* u2 est de variance maximum (avec la contrainte u2 orthogonal à ul), 

. . . . . . . . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m . . . . . . . . . .  

Y ,  = U* u, est de variance maximum (avec la contrainte u, orthogonal à 
ul, . . . , u ~ - ~ ) ,  etc. 

Comme, pour tout i de I ,  Var(x) = {Vui, esi),, l'analyse spectrale de V donne 
immédiatement la réponse à ce critère d'optimisation: la suite (esi  : i E 1 )  est une 
suite orthonormale de vecteurs propres de V associée à la suite pleine 
décroissante des valeurs propres strictement positives de V; ces vecteurs 
s'appellent les facteurs principaux et les E;. = U* ui les composantes principales 
de 1'A.C.P. linéaire de X. 

3.2. Critéres forts d'analyses factorielles linéaires. Nous distinguerons trois 
types de critères forts: 

(a) Maximisation de Cf=, f [Var (x)], f strictement convexe sur R, .  Du 
corollaire 3.2 de [5 ] ,  on déduit clairement le 

THÉO&ME 3.2. Lorsque (ui: i = 1, . . . , q )  est un système orthonormaI de 
C(J} et f une application strictement convexe de R+ dans R, le maximum de 
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z:, , f [Var ( 1  est atteint si et seulement si (ui: i = 1 ,  . . . , q)  est une famiIIe 
orthonormale de q  premiers vecteurs propres de V 

Il en découle aussitht le résultat suivant: 

COROLLAIRE 3.3. Pour tout réel u > 1,  le maximum de 

est atteint si et seulement si u l ,  . . . , uq sont q premiers vecteurs propres orthonor- 
maux de E 

- (bj Représentation optimale de X par une famille finie ( 5  = U* ui: i = 
1, . . . , q )  pondérée de L? (Pl. On peut considérer que la famille (X = U* ui: 
i = 1, .. . , q )  est une représentation optimale de la fonction aléatoire X si 
{(ui, vil: i - 1 , . . . , q)  (vi > O), système orthonormal de L2 (p) pondéré, est une 
représentation optimale de l'espace probabilisé (X'CQ), Px,) au sens du 5 2.4, la 
tribu des événements étant (implicitement) la tribu de Borel de X' (a): le critère 
retenu est donc la minimisation de IIV- V'll,, où 

est l'opérateur de covariance de la mesure v sur {ui: i = 1, . . . , q} affectant , 

chaque point ui de son poids vi. De la proposition 2.7, il découle donc immé- 
diatement la 

PROPOSITION 3.4. Pour que (x = U* ui: i = 1, . . . , q ) ,  OU {(ui, vi): i = 
1, . . . , q )  est un système orthonormal pondéré de C (p) (vi > O ,  q < dimLZ (p) 
donné), soit une représentation optimale de la fonction aléatoire X au sens où 

est minimum, il faut et il suffit que 

( V i ~ { l ,  ..., q})  ui = ei et vi = A i ,  

où lei: i = 1 ,  . . . , q )  est un système orthonormal de q  premiers vecteurs propres 
associés à la suite pleine décroissante {Ai:  i = 1, . . . , q ]  de q premières valeurs 
propres (strictement positives) de T l  

Re ma  r q u e. Désignant par (ui: i = 1 ,  . . . , q )  une famille de I? (p), on peut 
égaiement considérer que {x = U* ui: i = 1 , . . . , q} est une représentation opti- 
male de la fonction aléatoire X si {(Ky W,): i = 1, . . . , q }  est un système ortho- 
normal pondéré de L2 (P) (avec Gi > O) constituant une représentation opti- 
male de l'espace mesuré ( X ( T ) ,  p,), où p, est l'image de p par l'application 
Y de T dans J?(P) qui à tout t de T associe X, (cf. 8 3.1). L'opérateur 
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W = U*u U étant l'opérateur de covariance de p ~ ,  Ia réponse est encore fournie 
par la proposition 2.7: il faut et il suffit que Y,, . . . , Y, soient q premiers vecteurs 
propres orthonormaux de W associés à q premières valeurs propres (stricte- 
ment positives) A,, . . . ,A, de W (ou de et que Gi = Ri pour chaque i de 
(1, . . . , q}. Lorsque U* est injectif (hypothèse assez restrictive, mais "réaliste" 
dans les applications courantes), tul: i = 1, . . . , q }  est alors un systéme ortho- 
gonal de q premiers vecteurs propres de V 

(c) Critères spécSfiques de Eu dimension$nie. Lorsque la fonction aléatoire 
X se réduit au vecteur aléatoire X = (XI, . . . , X,) de Rp, l'espace @ (p) étant 
alors identifié à l'espace-RP muni de son produit scalaire canonique, on déduit 
de la proposition 3.6 de [5 ]  et de ses corollaires 3.7 et 3.8 la 

PROPOSITION 3.5. Soient {ui: i = 1, ..., p )  une base orthonormale de RP, 
n un entier de (2 ,  . . . , p l  et Sn la fonction symétrique élémentaire sur RP dé$nie 
par 

Alors: 
(i) le minimum de Sn p a r  (Y,), . . . , Var (Y,)], 
(ii) le n a x h u m  de C:j=l IVar (TI- Var (q)Ia, où a est un réel de [l , + m [ 

sont atteints si et seulement si ul, . .., u, sont q premiers vecteurs propres 
orthonormaux de K 

CONCLUSION. Chacun de ces critères forts est équivalent a 1'A.C.P. linéaire 
de X. La représentation optimale de X obtenue est celle donnée par q pre- 
mières composantes principales de X. 

3.3. Critères moyens d'analyses factorielles linéaires. Dans cette partie les 
espaces L2 (p) et Jl? (P) sont munis de leurs tribus boréliennes et respectivement 
des mesures bornées P x ,  et pg. Rappelons que 

est i'ensemble des trajectoires de X et que 

B ( T )  = {X(*, t):  ET) = (X , :   ET}. 

(a) Recherche de Fu = vect ( u l ,  . . . , u,} sous-espace le plus proche de 
(X '  (O), Px,) dans L2 (p) OU de Gy = vect {Yl, . . . , Y,) sous-espace le plus proche 
de ( X ( T ) ,  pz) dam I?(P).  Du théorème 2.2, il découle donc clairement la 

PROPOSITION 3.6. Soit {ui: i = 1,  . . . , q} une famille libre de I.? (p).  
(1) Pour que Fu = veçt (u,, . . . , u,) soit un sous-espace de dimension q Ie plus 

proche de l'espace probabilisé (X'(52}, Px,), il faut et il suflt que {u l ,  . . . , u,) soit 
un système libre d'un sous-espace de dimension q de L2 (p) engendré par q premiers 
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vecteurs propres de V ;  alors YI, . . . y  & appartiennent ù un sous-espace de L? (P )  
engendré par q premiers vecteurs propres de W 

(2)  Pour que Gy = vect {Yl, . . . , Yq] soit un sous-espace de dimension finie 
au plus égale d q le plus proche de l'espace mesuré ( X  ( T ) ,  pS), il faut et il sufit 
que (Yl, . . . , 'Y,) soit une famille libre d'un sous-espace de dimension q de (P) 
engendré par g premiers vecteurs propres de W ;  si l'opérateur U* est irtjectg 
alors u l ,  . . . , u, appartiennent ti un sous-espace de L? ( p )  engendré par q premiers 
vecteurs propres de K 

(b) Maximisation de la somme des variances, ou de ln somme des carrés des 
covariances,"ou de la variance généralisée. La conjonction du théoréme 3.1 de 
[5]'(asskrtion (iii)), de la propriété (b) du 5 1.3 et de la proposition 3.5 de [5], 
entraîne clairement le 

THEORÈME 3.7, Pour toute famille orthonormale (ui: i = 1 ,  . . . , q )  de LZ (p), 
le maximum de: 

(il zq=, Var (m, ou 
(ii) x:j=, Cov2 (x, Y,), ou 

(iii) det [(Cov (x, 
sont atteints si et seulement si u l ,  . . ., er, appartiennent d un sous-espace de 
dimension q de L2 (p) engendré par q premiers oecteetrs propres de V = U o  U*; 
YI, . . . , 5 appartiennent alors d un sous-espace de I? (P )  engendré par q premiers , 

vecteurs propres de W 

(c) Minimisation de la norme I l - l l a  de l'opérateur de covariance résiduel. 
Pour chaque t de nous désignerons par 2, la projection orthogonale de 
X, sur le sous-espace Gy = vect {Y,, . . . , Y,) dans p(P). Les applications 2 et 
X - 2  de SZ x T dans R telles que 

sont éléments de l'espace E(P@,u) et définissent deux fonctions aléatoires 
réelles que nous noterons 2 et X-2 .  Nous conviendrons de la 

DÉFINITION 3.8. Nous appellerons opérateur de covariance résiduel de la 
fonction aléatoire X l'opérateur de covariance de la fonction aléatoire X - 2 ;  
nous le noterons V'. 

Avec les conventions d'écriture définies en début de ce 9 3, on a donc 

Le critère d'optimisation retenu ici est la minimisation de la norme 1 1  V'(I,, le 
réel p 2 1 étant arbitraire et {u,: i = 1 ,  . . . , q} une famille libre de fi (p). Corn- 
mencons par établir le 

LEMME 3.9. On a V' = V- oM est l'opérateur de covariance de 2. 
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En effet, la linéarité de l'espérance mathématique entraîne: 

V' = E[ (x -~ )@(x -J? ) ]  = E [ x @ ( x - X ) ] - E [ ~ @ ( X - X ) ] ,  

et par suite, les fonctions aléatoires 8 et X-8 étant orthogonales: 

vl = E [x@(x -211 = E ( x @ x ) - E ( x @ ~ } .  

De la relation X = ( X - 2 )  +-f, on déduit que 

E(x@T)  = E{[(x-~)+S@S) = E [ ( x - ~ ) @ Z ] + E ( Z @ X )  = E(T@X) ,  

ce qui achève la preuve. r 

L'opérateur = E ( g @ X )  est l'opérateur de covariance de 2, et donc 

B = ûoû*, 

où Û est l'opérateur de Hilbert-Schmidt de E(P)  dans L2(,u) défini fi-pres- 
que-partout par 

(V Y E (P)) (Ûr) ( t)  = (Y, zt) = (E: AX,) ,  

OU A désigne le projecteur orthogonai de @ (P) sur G y  = vect ( Y l ,  . . . q}. Par 
suite, pour tout Y de L2 (P), on a, p-presque-partout: 

d'où l'on tire que Û = U o  A, et donc que 

Il en résulte clairement que, pour chaque réel p 2 1, on a 

( I I  VfII ,p)P = (IIUoU*- U O A O U * I I ~ ) ~  = (IIU- U O A I I ~ ) ~ ~ .  

Comme Gy est un sous-espace de dimension q, U o A  est un opérateur de rang 
au plus égal à q. Ainsi, en vertu du théorème 2.7 de 151, II U- UoAII, est 
minimum si et seulement si U o A  est égal à U,, développement de Schmidt 
d'ordre q de U. Or, d'après le corollaire 2.4 de [ 5 ] ,  pour que U o A  soit égal 
à U,, il faut et il suffit que A  soit le projecteur orthogonal sur un sous-espace de 
dimension q engendré par q  premiers vecteurs propres de U* O U  = W 

Nous énoncerons donc le 

THÉORÈME 3.10. Soient un réel p 2 1 et V' l'opérateur de covariance résiduel 
de la fonction aléatoire X .  Pour que I /  V'II, soit minimum, il faut et iI suflt que 
{ Y,, . . . , I.',} soit une famille libre d'un sous-espace de dimension q de L? (P)  engen- 
dré par q premiers vecteurs propres de W; si l'opérateur U* est injectif, alors 
u, , . . . , u, appartiennent à un sous-espace de L2 (p) engendré par q  premiers vec- 
teurs propres de K 

2 - PAMS 18.1 
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CONCLUSION. Tout système libre {x = U* ui: i = 1 ,  . . . , q} d'un sous- 
-espace de dimension q de C (P) engendré par q premiers vecteurs propres de 
W constitue, pour chacun de ces critères, une représentation optimale de la 
fonction aléatoire X. Les q premières composantes principales de 1'A.C.P. de 
X n'en sont qu'une solution particulière, et cette solution, fournie par chacun 
des critéres forts étudies précédemment, est la seule qui soit formée de q 
variables aléatoires non corrélées deux a deux. 

3.4. Critère faible d'analyse factorielle linéaire. Le critère que nous pouvons 
envisager ici est la minimisation de 

. . 

lorsque (ui: i = 1, . . . , q )  est un systeme orthonormal de L2(p). De l'étude me- 
née dans le $ 3 de [ 5 ] ,  on déduit immédiatement que le minimum de cette 
expression est égal a O et atteint si et seulement si {ui: i = 1 ,  . . . , q )  est un 
système orthonormal de vecteurs propres de Ao V o A ,  ou A est un projecteur 
orthogonal arbitraire de L2(p) de rang q. 
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