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Absh-act. In this paper we prove the pathwise uniqueness of 
solutions of a stochastic differential equation with a singular drift 
whiçh depends on time. Our method is of probabilistic nature, and it is 
based on an Al-Hussaini and Elliott result. 

1. IIntaoduction. En dimension 1, on sait d'aprés les travaux de Nakao [7] 
et Ouknine Cg], qu'il y a unicité forte (cf. Annexe B) des solutions de l'équation 
différentielle stochastique suivante: 

(1) d x ( t ) = o ( t , x ( t ) ) d ~ ( t ) + ~ ( t , x ( t ) ) d t ,  X(O)=XER, 

où a et a sont deux applications de R+ x R dans R, mesurables, localement 
bornées, de plus a vérifie la condition 

3~ < O tel que O < E < a, 
l / ~ ( t ,  X) = a, 0 ,  x)-a, (t, 4, 

où, pour i = 1, 2,  ai est une fonction de R+ x R dans R tel que ai(t, .) 
est croissante, VXER ai( - ,  x) est à variation bornée sur tout compact, et 
VT >O,VN>0,3L(T,N)>O,  

Par ailleurs, Benabdallah [2] a montré l'unicité forte des solutions de l'équation 

où C ( Z )  désigne le temps Iocal symétrique de Z (cf. Annexe A), est une 

(') Soit j ( s )  une fonction définie sur R+ a valeurs réelles. I l  jllT désigne la variation totale 
de f (s) sur [O, TJ. 
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application définie sur R ,  à valeurs dans 1 - 1, 1[, de classe Cl, qui vérifie: 
IlIB est à variation finie, idf3 ( t )  > - I et supt3, 8 ( t )  < 1. 

Dans le premier paragraphe de cet article, si on suppose que a et 
ct vérifient des conditions de régularité et de stricte ellipticité adéquates, si fi  est 
une application définie sur R+ à valeurs dans 1 - 1, l[, vérifiant des propriétés 
qu'on verra ultérieurement, on montre l'unicité forte des solutions de l'équation 
différentielle stochastique suivante: 

La méthode qu'oriva suivre, consiste à éliminer le drift singulier en utilisant un 
lemme' dû à Al-Hussaini et Elliott Cl], et se ramener a une équation dont les 
coefficients vérifient les hypotheses du résultat d'Ouknine [8]. 

Dans P, on' sait d'après Benabddah [2], que si on considère l'équation 
différentielle stochastique suivante: 

où a et b sont deux fonctions bornées et continues, vérifiant 

et r est une fonction continûment différentiable bornée telle que 

alors on a l'existence faible d'une solution de (4). 
On sait également d'après Mastrangelo et TaIbi [5 ] ,  que si on considère 

et si on note LS, ( X )  le temps local de la semi-martingale X (cf. Annexe A), alors 
on a l'existence et l'unicité fortes de la solution de l'équation différentielle 
stochastique suivante: 

où C, D ,  et E sont trois constantes vérifiant: C > O, D > O et [El < 1. Le but du 
deuxième paragraphe est de démontrer dans une première étape un théorème 
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d'unicitk forte des solutions des équations du type (4), où les coefficients 
s'écrivent sous la forme: 

Dans une deuxiéme étape, on en déduira l'existence et l'unicité fortes des 
solutions de ces équations sous des conditions supplémentaires de bornitude et 
de non-dégénérescence adéquates. 

Ce travail le résultat de MatrangeIo et Talbi [ 5 ] ,  et en un sens 
celui de ~enabdallah [2]. 

2. Ehde en dimension 1. Dans ce travail, /l est une application définie sur 
W + à valeurs dans 1 - 1, + l[, de classe Cl, qui vérifie: inf,30 (t) > - 1 et 
supt3o P( t )  < 1.  

On note R*, (resp. W?) l'ensemble R ,  (resp. R - )  privé de O. 

DÉFINITION. NOUS disons que f est de classe Cnp" sur W+ x R? (resp. sur 
R+ x R:) si, pour tout entier k 6 n (resp. pour tout entier h 6 m), 

admet une restriction 

qui se prolonge continûment sur R+ x RT (resp. R+ x RF) en une fonction que 
nous noterons 

" ["] f). 'i+xrr $[$If (MP. lma d;, 

DÉFINITION DE LA FONCTION o. Soit o une application de R+ x R dans 
R définie par 

où a' ( t ,  y) et a2 (t, y) sont deux applications C1ll sur R+ x RT et sur R+ x RF, 
admettant des dérivées secondes "mixtes" 

continues en (t, x ) ,  et telles qu'il existe une constante 1, pour laquelle: Vt 0, 
V ~ E R ,  et pour k = 1, 2, O < A,  < ak(t ,  y ) .  
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D ~ N I ~ O N  DE LA FONCTION or. Soit a une appIication de W + x R  dans 
R définie par 

où al ( t ,  y) et a2 ( t ,  y) sont deux applications mesurables et localement bornées. 

DÉFINITIoN. Pour u et v deux fonctions de classe Cl définies sur R ,  
a valeurs dans R ,  vérifiant inf,, , u (t)  > O  et inf,, , v (t)  > 0, on définit : 

1. La fonction t#I,,, par: 
.. . 

v ( t ) x  s i x 2 0 ,  
V t  3 O ,  Vx ER,  t#I,,, ( t ,  XI = 

u( t )x  s i x < O .  

2. Pour tout t 2 O, la fonction &,(t),,(tj par: 

Rem arque. Pour tout t 2 0, t#I,(t,,,(t, est une transformation bijective, qui 
admet pour fonction inverse 

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant: 

THÉORÈMX 2.1. On a l'unicité forte des solutions de l'équation différentielle 
stochastique 

Avant de démontrer ce théorème, iI nous est utile de faire l'étude 
préliminaire suivante: 

LEMME 2.2 (dû à Al-Hussaini et Elliott). Soit F = F ( t ,  x) une fonction 
dé3nie sur [O, + m[x R à. valeurs réelles, qui est continiîment di$éreqtiable en t ,  
et absolument continue en x avec aF/ôx localement bornée. De plus, on suppose 
que F (t ,  O) = 0, pour que pour tout t 2 0, 

On suppose également, que pour tout t 2 0 ,  

avec a2F/(ôt ôx) Zocalernent bornée. Alors pour toute serni-martingale continue 
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X d valeurs réelles, si on note L:" (X) le temps local à droite de X (cf. Annexe A), 
on a 

aF 1 aF + J - ( s ,  X(s))dX(s)--  j - ( t ,  a)dLta(X) 
O ax 2 .  ax 

Remarques.  Puisque le temps local à droite de la semi-martingale X 
admet une version c.a.d.1.a.g. en a et continue en t, on prendra toujours cette 
version dans la suite. De plus, on a le résultat suivant entre les deux temps 
locaux: 

(7) E, = ( L y + G a - ) / 2 ,  

OU L;"- désigne la limite à gauche de L:": L!"- = limb<d LYb. 
PROPOSITION 2.3. Si on note 

alors Z vérifie l'équation différentielle stochastique suivante: 

d z ( t )  = ~ ( t ,  z ( t ) ) d ~ ( t ) + ~ ( t ,  z ( t ) ) d t ,  
(8) 

Z(0)  = = # l , V ( O ,  X I ,  

Dém O n s t r a t io n. Remarquons que #,, est continûment différentiable 
en t et vérifie les hypothèses du lemme 2.2. Donc Z vérifie l'équation 
différentielle stochastique suivante: 

w u  v w u , ,  
tt) = 4u.o (O,  X(O)) + j - (s ,  X(s))ds + J - (s ,  X b ) )  dXl4 

O as O 8x 

1 a#uv 1 '  Ou,u (s, a) &Y ds, 
-- j ( r ,  ~ ) d L ? ' ( x ) + ~  1 j - 

2 ,  as a~ 
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' % (S. X ( ~ ) ) ~ ( s ) d l ~ . ( ~ - f  2 ( t ,  a ) d g ' ( X )  +! ax 

Commençons par le calcul des trois dernières integrales: 

Donc 

Et en utilisant la relation (7), on voit que 1, = $ [v (t) - u (t)] Lq ( X ) .  
D'autre part: 

D'où 
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1 
= - J (u' (s )  - v' (s)) 1J, (X) ds 

2 0  

D'où 
t 

. - I ? + I , + I ,  =: [P(J)(u(s)+v(s))-(u(s)-v(sH de. 
O 

Et puisque 

il est clair que 1, + I ,  + I ,  = 0. 
Par suite: 

Or 

(S.  Y") = ~ ~ ( ~ ) x l { ~ , * ~ + u ' ( s ) x l { ~ < , ) ,  
as 

donc 
5 

as (3, X )  = u ~ ( s ) x ~ { x B o ) >  

et 
a#l," 841 " 
- (s ,  X(s)) = -1- ( s y  #tV<,)(z(~))) = ~ ~ ( ~ ) # l , l / v t s j ( ~ ( ~ ) ) ~ ~ +  (Z(s))m as as 

D'autre part, 

donc 

vi (s )  = 
- 2P (4 

(1 + P ' 

Et en remplaçant 

par leurs valeurs dans les trois in intégrales, on trouve le résultat. i 
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Démonst ra t ion  d u  théorème 2.1. Remarquons tout d'abord, que 
pour prouver le théorème, il suffit de montrer qu'on a l'unicité forte des solu- 
tions de l'équation (8). 

Or d'après les hypothèses, H et G sont deux applications mesurables et 
localement bornées. Donc, d'après les travaux de Nakao [7] et d'Ouknine Cg], 
pour obtenir le résultat, il suf~t de montrer la condition (2). D'autre part, 
d'après les hypothèses on a O < A, 6 sk (t, y) pour k = 1,2. Et puisque 

on coiclut que 

Comme al (t, y) et a2(t, y) sont de plus de classe C1ql sur R+ x R? et sur 
W +  x W*, , et comme /? est de classe C1 sur ]O, +CO[, les fonctions 

sont continues et continûment dérivables en t et en y sur R+ x R* et sur 
R+ x R $ .  

On écrit l/G(t, y) sous la forme 

où, pour toute fonction f, on note f - = - ( f h O )  et f - = -CfvO), 

Deux cas sont possibles: 
Ou bien 

1 1 

G(t, 0') G(t, O-); 
nous posons alors 
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Ou bien 

nous Dosons alors 

Dans les'deux cas nous obtenons l / G ( t ,  y) sous la forme 

On voit que, pour tout t E W + ,  y I+ ai ( t ,  y) est croissante (au sens large) en y. 
On voit également que puisque 

est continue en ( t ,  u) sur R+ x R*_ et sur W+ x R?, pour tout y E R, t I+ ai (t, y) 
est localement à variation bornée, et pour tout T E R +  et tout N E R +  il existe 
une constante L(T, N )  telle que, pour y appartenant $ [-N, NI, la variation 
totale de ( t  H ai(t,  y)) sur [O, Tl vérifie 

Ilai(., YIIIT 4 L(K W .  
Et le théorème est démontré. a 

3. Etade en dimension d. On note B (t) = ( B ,  (t), B, (t), . . ., Bd ( t ) )  le mouve- 
ment brownien en dimension d, et r une application définie sur [O, + oo[ 
à valeurs dans Rd, définie par: 

où pour 1 < i 4 d - 1 ,  ri est une application de [O, + oo C à valeurs réelles, rd est 
une application de classe Cl sur 10, + co [, qui vérifie: id,, , rd ( t )  > - 1 et 
su~*,ord(t) < 1 .  

DÉFINITION (généralisation de la fonction $,,, introduite dans le para- 
graphe 2). Pour zr et v deux fonctions de classe C1 définies sur [O, + oo[ 
à valeurs dans [O, + oo[ vérifiant i d t à o  u(t)  > O et v(t) > O, on définit la 
fonction Fu,, par: 
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D E ~ O N .  Soit a une application de 10, + oo[x Rd dans l'espace des 
matrices à d lignes et d colonnes définie par: 

telle que: 
* pour k = 1 , 2  et 1 < i < d-1, les a!d sont des applications de 

[O, + m[ x R dans R, mesurables; 
add et a& sont de classe Cl*' sur R+ x R? et sur R +  x RS, admettant des 

dérivées secondes "mixtes" 

continues en (t, x), telles qu'il existe une constante A, pour laquelle: 
Vt 2 O, V y c R ,  et pour k = 1,2,  O < Al < add(t, y); 

pour k = l , 2 ,  1 < i < d - 1  et 1 < j < d-1,  les c f j  sont des applica- 
tions de [O, + CO[ x R dans R, mesurables, qui vérifient: Vt 2 O, Vy€Rd, 
C ( ~ Y  4i,[i +ra(tll/[i -ra(t)l (~d)) est inversible. 

D~NITION. Soit b une application de [O, + cc [ x Rd dans Rd définie par: 

ou pour tout 1 < j < d- 1, b j  et bf (resp. bd et bd) sont deux applications de 
[O, i- oo [ x R dans R, mesurables (resp. deux applications mesurables et locale- 
ment bornées). 

Le théorème principal de ce paragraphe est le suivant: 
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THÉORÈME 3.1. S'il existe une solution Y ( t )  de l'équation difirentielle sto- 
chastique suivante: 

(91 { d Y ( t )  = a ( t ,  ~ ( t ) ) d ~ ( t ) + b ( t ,  Y( t ) )dt+r( t )dG(Y) ,  

YI01 = Y = ( Y I ,  Y,, , - ., Y,)' 
alors elle est unique au sens fort. 

On verra que, de ce théorème, on peut déduire le corollaire suivant: 

si les applications aij et bi sont mesurables et bornkes, pour 1 < i < d -  1, ri = 0, 
l'application rd est constante, et si on a Ea propriété de non-dégénérescence 
suivante: 

pour un A > O, alors on a l'existence et l'unicité fortes de Ia solution de 
l'équation (9). 

Remarque. Les hypothèses, plus faibles du théorème, ne permettent pas 
d'établir i'existence qui doit être postulée. 

UN EXEMPLE D'APPLICATION. Dans de nombreux problèmes physiques, 
on se ramène souvent à l'étude de la fonction u ( x ,  t )  = E(f ( ~ ~ ( t ) ) ) ,  ou f est 
une fonction régulière par morceaux et bornée, X,(t) est un processus stochas- 
tique défini par l'équation différentielle stochastique suivante: 

dX,  (t) = a ( X ,  (0) dB ( t )  + a ( X ,  (t)) dt + rd Lf (x,), 
Xr (0) = x ,  

où r = (O, ..., O, ~,)E(O)~- '  XI -1 ,  1[ pour tout a ( y )  = (aijCy))lsi,jsa 
est une matrice de dimension d telle que: si i # j, crij O, et 

V l  < i < d ,  V y  E Rd, oii (y)  = o: (y)  1,b) + 02 (y) 1; (y); 

cr! et a? sont des constantes strictement positives, et a b )  = (aj (y)) lQjad est un 
vecteur de Rd tel que 
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où 4 et or; sont des constantes réelles (cf. [ 5 ]  et [fi]). Le corollaire, nous donne 
I alors l'existence et l'unicité fortes de la solution de I'équation (II). 
I 
I Démonst ra t ion  d u  théoréme 3.1. Soit 

Z (t)  = F I J I  - r d ( t ) u [ i  +ra(t)l ( t ,  Y ( t ) )  = ( 2 1  ('1, ' 2  ('1, ., ' r i ( ' ) ) -  

Si on note 

d'après la proposition 2.3 et le théorème 2.1, il est clair que Zd est l'unique 
solution (au sens fort) de l'équation différentielle stochastique suivante: 

I 

dZd (t)  = G d  ( t ,  2, (0) dB, ( t )  + Hd (t 2, (0) dt,  
(12) 

Zd (0) = ~d = 41.11 -ra(Oll/[ l  +rd[0)1(0, Y J -  
1 

1 Il est clair également, que pour tout 1 4 i < d-  1 ,  Z ,  vérifie l'équation suivante: 

où pour tout X E R ,  t € R + ,  1 < i < d - 1  et 1 < j < d y  

Donc, si on note 5 = ( Z , ,  Z , ,  . . ., Z d - l ) ,  B* = (Bi ,  B Z ,  . .., Bd- l ) ,  pour tout 
t 3 O et X E R ,  

( j ) i , j -  f ( t ) = ( r l ( t ) , . - . i r d - i ( t ) ) i  

alors 5 vérifie l'équation suivante: 

d l  ( t )  = r (t , Z ,  (t)) dB* ( t )  + .z (t , Zd (t)) dB, ( t )  
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Or d'après les hypothèses, r est inversible, donc on obtient: 

dB' (t) = r - (t , 2, (t)) dC (t) - r - l (t , Zd (t)) z (t , Zd (t)) dB, ( t )  

Et par suite, si ( et 5 sont deux solutions de l'équation ci-dessus, définies sur le 
même espace probabilisé filtré (0, P, P,(FJtao) et pour le même brownien 
B*(t) (cf. Annexe B), elles vérifient: 

r - l ( t ,  zd(t)jdc(t) = r - I ( t ,  zd[t)j 
. . 

Donc, si .[(O) = P-P.S., on a 

O 
d'où le résultat. PA 

Démonst ra t ion  du  corollaire  3.2. Remarquons tout d'abord, que 
la propriété de non-dégénérescence (IO), implique que pour tout t > O et pour 
tout y s c (t, 41,ri re)Y,l ( y )  est inversible. D'autre part, puisque 
Z vérifie l'équation différentielle stochastique suivante: 

(14) dZ (t) = A (t, Z (t)) dB (t) + B (t, Z (t)) dt 
avec 

bl (tl 4 1 , ~  + r a ( ~ ~ / [ l  - r a ( t ~ ~  bal) 1 
I Hdlt, Y ~ )  J 

les applications a, et bi sont mesurables et bornées, et A vérifie la propriété (IO), 
d'après Krylov [4] l'équation (14) admet une solution faible. Et puisque d'après 
le théorème 3.1, on a l'unicité forte, d'après Watanabe et Yamada [IO], on 
a l'existence forte de la solution de (14), ce qui achève la démonstration du 
corollaire. i 

Annexe A. Soit (8, F, F,, P) un espace probabilisé filtré vérifiant les con- 
ditions habituelles et B = (B(t))tBO un mouvement brownien linéaire sur cet 
espace. Pour toute semi-martingale continue X = (X (t)), ,, on définit par 
la formule de Tanaka le temps local symétrique qu'on note Lq (UER, t 2 0) 
(respectivement le temps local à droite qu'on note L:") par 

9 - PAMS 18.2 
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avec 

Respectivement, 

avec 

En dimension d, si S est une variété de classe C2 de dimension d- 1, on 
définit le temps local d'une semi-martingale continue X en S par 

où B(S, E) désigne la boule de centre S et de rayon E :  

n la normale a S, X - n  le produit scalaire des vecteurs X et n, et (X-n, X . n )  la 
covariance (ou le crochet) de la semi-martingale X - n  (cf. 131, [5j et Cg]). 

Dans le cas particulier où S = (y = ( y , ,  y , ,  . . ., y,); y,, = O), 

Annexe B. Une solution faible (ou en loi) de 

(15) [dX (t) = a (t , X(t)) dB (t) + a (t, X(t)) dt + P (4 d e  (XI] (2), 

est un espace filtré (a, F, P, (FJrBO) vérifiant les conditions habituelles et un 
processus f ( t )  = ( ~ ( t ) ,  B (t)) tels que: 

X(t) est Ft-adapté et B (t) est un Ft-mouvement brownien, B(0) = 0; 
* X(t) est continu en t, P-P.S.; 

l'équation (15) a lieu pour tout t, P-P.S.; 

La solution X(t) est dite forte si, de plus: 
* l'espace (a, F, P, (F&, ,) est fixé; 

(') G ( X )  désigne le temps local de X en O (cf. Annexe A), a, a et j? sont trois fonctions (par 
exemple vérifiant les hypothèses du théorème 2.1). 
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pour tout c, Y@) est mesurable par rapport à la tribu engendrée par 
Y (O) et (BIS); s < t }  . 

On dit qu'une solution faible de (15) est unique au sens faible (ou en loi) si, 
pour deux solutions faibles 

vérfiant X(0) = X(O), pour tout t, la loi de X(t) est égale à la loi de 
X(t) .  

On dit-qu"une solution (faible ou forte) de (15) est unique au sens fort 
(ou unique nu sens trajectorieî) si, pour deux solutions, définies sur le même 
espace probabilisé filtré (9, F, P, {FI),,,) et pour le même brownien B(t ) ,  
on a 

X(0) = X(O)  Ep.s.-B({ sup I X ( t ) - ~ ( t ) l  =O)) = 1. 
OStQT 

En dimension d 2 1 on a les mêmes définitions, sauf qu'on remplace (X) 
par c(X) , où S est une variété de classe C2 de dimension d - 1, X ( t )  et B( t )  
deviennent des vecteurs de Rd. 
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