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Abs#ract. The paper gives a general framework to estirnate 
Dudley and Lévy's metrics for Hilbert space vallied random 

I lariables and Prohorov's one for the k-dimensional distributions of 
an R'-valued process, in the case of central limit theorem for 
stationary and mixing random variables. The speeds of convergence 

I 

obtained here are approximately n-'14, n- '/12 and k5I8 n- 1/12, where 
I n is the length of the observed sample and with quite strong mixing 
I hypotheses. 

! 
1 

1. IntroBactbn. Soit (XAn),, une suite stationnaire et rp-mélangeante de 
J variables aléatoires à valeurs dans un espace de Hilbert, H, séparable. 
I - Nous notons Sm = (X, + . . . + x,J/& et Y, une variable alhtoire 
, gaussienne centrée et de covariance r, 

Cette expression est bien définie lorsque 

et que les X, admettent un moment d'ordre 2. 
Nous donnons ici, sous des hypothéses. additionnelles concernant le 
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mélange et l'existence de moments, des évaluations de la vitesse de 
convergence de la suite (v,),,, des lois de (SJmài vers celle, v, de Y.  Nous 
nous intéressons aux distances .de Dudley, d,, et de Lévy, A,, définies par 

3 

d,(v,, v) = Sup ( ( j i ' d ( v , - v ) ( ; f  E C 3 W ,  1101f11 d 11, 
j =  O 

oii C 3 ( H )  désigne l'espace des fonctions trois fois continuement 
différentiables sur H, 

pour cela nous utilisons la méthode et les résultats de Kuelbs et Kurtz [SI. 
- Nous évaluons aussi, lorsque H = P est un espace de dimension finie et 
que les X, sont les répartitions fini-dimensionnelles d'une suite ( ~ , ( t ) ) , ~ ~  de 
processus centrés, la distance de Prohorov ~ ~ ( v , ,  V) en suivant Yurinskii [IO]. 

Dans les cas considérés, l'évaluation de la distance entre v, et v repose 
sur celle d'une expression du tyge 

La fonction f vérifie: 

Ci = Max Iloifllm < m pour j = 1, 2, 3 et / ( f ( t ,  < 1. 
O < i < j  

2. Lemme fondamental. Pour évaluer a,, nous effectuons un 
regroupement par blocs. 

Soient O < q < p < n des entiers a préciser. Nous posons: 
+ 

Hj = [(:(j- l )(~+q),j(~+q)-ql:nN 

Nous faisons alors le regroupement des variables X, par paquets: 

Nous construisons de plus les variables il,, . . . , CL indépendantes et de 
même loi que u, ,  .. . ,u,; la distance en variation totale de la loi de u à celle 
de ü = Gl + . . . + 17, est majorée par (1  - 1) 9,. Ainsi, si les variables y,, . . . , y, 
sont gaussiennes centrées et de même covariance que u,,  . . . , ul et y = y, + . . . 
+yl nous avons 



Théorème central limite 21 

avec a=IEf(u+u+w)-f(u+wH, b=IEf(u+w)-f(u)l, .c=IEf(u)-f(ii)l. 
d = lEf (@-fIy)I et e = IEf (Y)-f (YjI. - ' .  

L'inégalité des accroissements finis montre que a < C ,  Ilvlli 
La formule de Taylor à l'ordre 1 donne: b < Cl q;/,:"lJw(l2+C,ltwll:. 

D'après Ia remarque précédente, c < lqq. 
Le terme d est majore par la distance de Dudley calculée par Kuelbs et 

Kurtz [8] : d < #CJ 1E \lu1 I l 3  p u r  une constante K universelle. 
Enfin, [53 fournit une majoration du dernier terme en considérant la 

notion de norme de la trace d'un opérateur de covariance utilisée par 
Dehling Cl]. 

Commengons par évaluer la distance de Dudley de deux lois gaussiennes 
p et v sur H. 

Soit f € C 3 ( H )  telle que 

Si Ml , .  . ., M,, M et NI,.  . ., N,, N sont des copies indépendantes de 
variables aléatoires de lois respectives p et v: d 3 ( p ,  v) 6 rd,(PM1,J;, P,,,,;). 
De plus, 

Une application répétée du théorème de convergence dominée montre 
t que 1e premier terme est majoré par 

et où est une base orthonormée de H qui diagonalise A-3.  Les 
termes de degré 3 disparaissent lorsque i'on fait tendre r vers Rnfini. Ainsi, 
d3 ( P ,  IIA - 411 - 

Etudions la norme de La trace de A -8 oit A est la covariance de y et B 
celle de Y.  C'est la borne supérieure de 

lorsque (eik,, désigne une base orthonormée de H. Soit C i'opérateur de 
I covariance de G u , ;  il vient: 
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De même, IIB-CIil est Ia borne supérieure d'expressions de la forme 

Or le facteur de E(X, eiI2 est un O ( q j p )  lorsque p + CO si Supn4 p, K oo 
n 

lorsque q = O(p), p2 = O ( n )  quand n tend vers i'infmi et si 

Ainsi 

e < Kr C3 llXo112 g / p  si sup n4 qn < a, et nq;/' < oo 
n n b O  

pour une constante K' universelle lorsque O < q < p < dl2. 
A prknt, nous pouvons donner les baluations de moments suivantes: 

suprPip,<m, Znypi l2<m et O <  <p<n1I2,  
II A 

nous obtenons la majoration: 

8, (f) < C (Cl [(lq/n)'I2 + yp:l2 (p/n)"2] - A + C2 AZ p/n + Iqe + 
+Cs CA2 q/p+ ~Ilu1llSI); 

l 

ici C désigne une constante ne dépendant gue du mélange, et R = IIXo[lt. 
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3. Evaleatiioai des &tames de ea de h v y .  Nous commençons par 
l'étude de la distance de Dudley; elle corres~oncû à Cl = C, = C, = 1. Le 
seul terme restant à Svaluer est llui113 6 lluill:, or ce terme est majoré [3] par 

où la constante K" ne dépend que'du mélange. 
En définitive, il existe une constante Cf ne dépendant que du mélange 

telle que 

pour J3 = lIXoIl4+*. 
Cette expression est optimisée par p = Lnfb+ 1)i2] ,  q = Lnb] et on obtient: 
THEORSME 1. Soit une suite stationnaire et y-rnk~ngeante de 

variables alhtoires 2 vaburs dans un espace de Hilbert, H, séparable et telle 
que : 
(i) EJ1X,1t4+% CO ppor un O < S < 1 et EX, = 0; 
(ii) C n2 ~p:(~+*) < a et il existe O < b < $ tel que rp, = O(n-#) quand 

n 3  O 
n+ oo, si = (b-'-4). 

Alors il existe une constante C, ne dépendant que de b et du mélange yp, 
telle que 

Remarquons que, si H est un espace euclidien de dimension finie, on 
peut affaiblir les hypothéses, en supposant EllXJ4 < oo au lieu de (i) et en 
remplaçant i'hypothése nz y n 4 + @  < ao par n2 qit4 < m. 

n2O na O 

En suivant la méthode de Kuelbs et Kurtz, nous obtenons directement 
une majoration de la distance de Lévy, 

c'est-à-dire que, sous les hypothèses du théorème 1, 

4 G K b ( 1  +llX*ll:Y*)n (b- 1)/16 

Toutefois, il est préférable de considérer l'évaluation du lemme 1 en 
considhant O < E < 1, t 2 O et des fonctions f vérifiant Cj < CE-j pur  j 
= 1, 2, 3. Alors (Cg] ou [ 5 ] )  
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Ainsi 

A,, 4 CC' [e - ' A ({q/p)li2 + 4'' (p/n)L12) + E -  A~ p/n + E - %' (q /p  + (p/n)li2) + ' 

Cette expression est optimisée par E = (B3I4 + 1) da- lY8, p = [ n q ,  q 
= [nb], o ù  a = (2n + 1)/3. 

THBOREME 2. Soit (XJhSa une suite stationnaire vérifiant b s  hypothèses (i) 
et (ii) du théorème 1 avec B = 2 [l/b - 11. Alors 

A ,  d K,(IIXollXa+ l ) n  (b-  1 ) / 1 2  
9 

où K ,  est urie constante ne dépendant que de b er du miIatzge. 
Remarquons, en suivant Paulauskas 191 que A, peut être remplacé par 

La même majoration vaut encore dans ce cas, sans toutefois être 
uniforme par rapport à X E H .  De même des ensembles de bord régulier 
peuvent être traités de manière analogue. 

Remarquons enfin que l'apport de ce travail le cas de la distance de 
Lévy réside dans des conditions de mélange plus faibles que celles de 151. 

Des applications de ces résultats sont données dans 171. 

4. Distaoce de 1Prohor~v. Nous considérons, ici, un espace H = 9 de 
dimension k. Rappelons que Yurinskii [IO] évalue la distance de Prohorov 
Q,(P,  Q )  des lois P et Q sur Bk en considérant, pour tous O < s < 1 et A 
fermé de P, une fonction f de classe C3, a valeurs dans [O, 11, supérieure a 
1 - E  SUI A et inférieure B E sur le complémentaire du &,-voisinage A" de A, où 

La fonction f considérée vérifie, de plus, que Cj  < 2k- l i2&- j  pour j 
= 1, 2, 3. La distance de Prohorov de P à Q vérifie alors que 

Soit (x , ( t ) ;  t E T),,, une suite de processus stationnaire et cp-mélangean 
te a valeurs dans a' telle que E llx,(t)l14 < oo et E x,( t )  = O pour tout t dans 
T Nous évaluons ici la vitesse de convergence des répartitions, K-dimen- 
sionnelles, S., de sn = ( x ,  + . . . +x,,)/$; ainsi k  = Kd. Le pendant de cette 
évaluation est une estimation des oscillations du processus x, que nous 
considérons dans [4] et [6 ] .  
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De ce qui précéde, nous déduisons que 

où m = Sup ( ( ( ~ ~ ( t } ~ ] ~ ;  t~ T ) ,  M = Sup { (Jx, (~)J(~;  k T l ,  en vertu des risultats 
de [33 et du fait que (IXo((i < Km2 et llXoll~ < K Z  M ~ .  

La constante C invoquée par cette inégalité ne dépend que du mélange 
qui doit, de plus, vérifier nRq,ll* CO. 

n 3-0 

La distance de Prohorov de v, à. v est évaluée en optimisant cette 
expression avec 

THEOREME 3. Soit (x,(t); t~ T)n30 une suite de processus indexée par un 
en~emble I: stationnaire et rp-mélangeante il valeurs d-dimemionnelles vérifiant: 

(i) M=Sup(J~x , ( t )J ( , ; t~T]<w,  E x , ( t ) = O ,  V t ~ 7 :  

(ii) 2 n2 < CO et il existe O < b < $ tel que q, = O (n3(l-  llb)I4) quand 
122 O 

n-+ CO. 

Alors, pour tout K-uplet ( t ,  , . . . , t,) E TK, si X, = (x, ( t l ) ,  . . . , x,(t,)), 

ek (v,, v) < C (M3I4 + 1) KJJg  db- 1)112 (log1/' M + log112 K + log'/2 n) 

pour une constante C ne dépendant que du mélange et de d et 

Remarque. Ce résultat améliore celui de [4] qui donne une vitesse de 
convergence de Tordre de M3J4 311 n- Ilz4. 

COROLLAIRE 1. Si le mélange est de type géométrique, c'est-à-dire qu'il 
existe des constantes u u O, O < v < 1 telles que rp, ,< UV: alors, sous les 
hypothèses (i) du théorème 4, 

Remarque. Dans le cas de mélange géométrique, des énoncés ana- 
logues apparaissent pour le cas des distances de Dudley et de Lévy, les 
vitesses correspondantes sont, respectivement, C n n- '14 ( 1  + (1 X oll: + a) et 
c1og1Jl2 n- l/"(l+ I / X ~ / I ~ ~ ~ ) .  

La constante C invoquée par ces trois résultats ne dépend que des 
constantes u et u définies dans le corollaire 1. 



26 P. Doukhan, J. Leon et F. Portal  

Etudions à présent le cas d'un mélange fort. Dans ce cas le lemme 1 ne 
vaut plus directement. C'est purquoi nous devons reprendre des cakuls 
analogues à ceuxbde [43 en utilisant la méthode de regroupement en blocs 
donnée au 4 1. 

Désignons encore par f la fonction déûnie au début de ce paragraphe: 

avec a = lEf(u+u+w)-f{u+w],  b = IEf(u+w)-f (rc)l, c = IEf(u)-f (y)] et 
d =  IEf (Y)-f (nl. 

Nous voyons alors que a G Cl ((u(t, G Cs-' ~ ( q / p ) ' / ' ,  b d 1. La formule 
de Taylor donne 

a; dépigne af(4+8) pour un 0 < 6 < 1, vérifiant n2 afl'2+d) < CO [3]. 
Un calcul analogue a celui de [4] permet l'évaluation .suivante, en 

utilisant 123 dans H = PB@: 

Le dernier terme s'évalue de manihe analogue a 151: d < k ~ ~ q / ~ ~ ~ .  
Nous obtenons ainsi i'évaluation suivante de ek(v, ,  v), pour une constan- 

te C donnée: 

Cette expression est optimish par rapport a E l o q u e  

alors 

eIt IV,, V) < @f3/* + 1) k5J8 ni'- lu1 [logllz A4 + log1/' k + 1og1l2 nl 
sous les conditions de mélange: 

C n2 al(s+a) 
a/(*+& n2(llb- 1)/3 k < 00. <CO, supa, 

n 

THÉORÉME 4. Soif (x, (t); t E T )  une suite statiannawe et fortement mélan- 
geante de processus centrés tels que 
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S'il existe 0 < 6 < 1 et O < b < tels que 

alors 

pour une constante C ne dépendant que du mélange. 
Remarquons que la mahode de calcul permet un gain appréciable de 

vitesse par rapport a '[4] et que la condition portant sur le méilange 
comporte une contrainte par rapport A la dimension k de l'espace des 
projections du processus x (t).  
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