
zadania otwarte Egzamin dyplomowy 16.II.04r, cz. I

Rozwi¡zania:
Zad. 1

Funkcje f(x, y) = x+ y i g(x, y) = x2 + xy + y2 s¡ ró»niczkowalna. Zbiór

A = {(x, y) : x2 + xy + y2 = 1} = {(x, y) : g(x, y) = 1} jest zwarty

wi¦c funkcja ci¡gªa z = f(x, y) osi¡ga na nim swoje kresy. Co wi¦cej

∇g(x, y) = [2x+ y, x+ 2y]

i zachodzi

∇g(x, y) = [0, 0] ⇐⇒ 2x+ y = 0 ∧ x+ 2y = 0 ⇐⇒ x = y = 0

wi¦c
∇g(x, y) 6= [0, 0] dla (x, y) ∈ A.

Korzystamy teraz z metody mno»ników Lagrangea (warunek konieczny
przyjmowania ekstremum): istnieje taka λ ∈ R »e

{
g(x, y) = 1,

∇f(x, y) = λ∇g(x, y)

dla (x, y) ∈ R2 w którym z = f(x, y) przyjmuje ekstremum. Z warunku
∇f(x, y) = λ∇g(x, y) otrzymujemy (tu ∇f(x, y) = [1, 1]), i»

{
1 = λ (2x+ y),

1 = λ (x+ 2y).

Sk¡d wynika, »e λ 6= 0 oraz 2x+ y = x+ 2y ⇐⇒ x = y co podstawiaj¡c
do warunku g(x, y) = 1 daje

g(x, x) = 3x2 = 1 ⇐⇒ x = ±
√

3
3
.

Poniewa» otrzymali±my dwa punkty, wi¦c oczywiste jest teraz »e w jednym
z nich

(x0, y0) = (−
√

3
3 ,−

√
3

3 )

jest osi¡gana najmniejsza warto±¢ funkcji f(x0, y0) = −2
√

3
3 a w drugim

(x1, y1) = (
√

3
3 ,
√

3
3 )

funkcja przyjmuje najwi¦ksz¡ warto±¢ f(x1, y1) = 2
√

3
3 .

Zad. 2
Przyjmujemy za wiadome, »e szereg

∞∑
1

1
nβ
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jest zbie»ny dla β > 1 i nie jest zbie»ny dla β 6 1. Szereg
∞∑
1

nα + 1
nα + n2

jest o wyrazach dodatnich, wi¦c przy badaniu jego zbie»no±ci mo»emy
korzysta¢ z kryterium porównawczego zbie»no±ci szeregów. Z nierówno±ci

1
nα + n2

<
1
n2

speªnionej dla α ∈ R

mamy, »e szereg
∞∑
1

1
nα + n2

<∞

jest zbie»ny dla ka»dego α ∈ R. St¡d mamy, i» zbie»no±¢ szeregu
∞∑
1

nα + 1
nα + n2

=
∞∑
1

nα

nα + n2
+
∞∑
1

1
nα + n2

jest równowa»na zbie»no±ci szeregu
∞∑
1

nα

nα + n2
.

Dalej b¦dziemy si¦ zajmowa¢ tym ostatnim. Mamy

nα

nα + n2
=

1
1 + n2−α <

1
n2−α

a wi¦c gdy zachodzi
1 < 2− α ⇐⇒ α < 1

to badany szereg jest zbie»ny. Natomiast dla α > 1 mamy

2− α 6 1

n2−α 6 n

1 + n2−α 6 n+ 1

1
n+ 1

6 1
1 + n2−α =

nα

nα + n2

sk¡d wynika rozbie»no±¢ rozwa»anego szeregu (oczywiste jest, »e szereg∑∞
1

1
n+1 jest rozbie»ny).

Zad. 3
Podstawiamy

1∫

0

dx

e2x + ex
=

[
x = ln t

dx = dt
t

x
∣∣∣
1

0
t
∣∣∣
e

1

]
=

e∫

1

dt

t(t2 + t)
.
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Dalej rozkªad na uªamki proste

1
t(t2 + t)

=
A

t2
+
B

t
+

C

t+ 1
=
A(t+ 1) +Bt(t+ 1) + Ct2

t2(t+ 1)

sk¡d otrzymujemy, »e

(B + C)t2 + (A+B)t+A = 1

co daje 



A = 1,

A+B = 0,

B + C = 0.

Rozwi¡zaniem ukªadu jest A = 1, B = −1, C = 1. Kontynuuj¡c
e∫

1

dt

t(t2 + t)
=

=

e∫

1

dt

t2
−

e∫

1

dt

t
+

e∫

1

dt

t+ 1
= −1

t

∣∣∣
e

1
− ln t

∣∣∣
e

1
+ ln(t+ 1)

∣∣∣
e

1
=

= 1− 1
e
− 1 + ln(1 + e)− ln 2 = ln

1 + e

2
− 1
e
.

Zad. 4
Oznaczamy e1 = [1, 0, 0]T , e2 = [0, 1, 0]T , e3 = [0, 0, 1]T i v = [1, 0, 1]T .
Zauwa»amy, »e v = e1 + e3. Sk¡d wnioskujemy, »e je»eli wektory e1, e3 s¡
wektorami wªasnymi to dobrze by byªo (z uwagi na to »e wektor v te» ma
by¢ wektorem wªasnym) aby odpowiadaªy im te same warto±ci wªasne. Z
podobnych wzgl¦dów, aby wektor w = [1, 1, 1]T nie byª wektorem wªasnym
(tu mamy w = e1 + e2 + e3), to warto±¢ wªasna odpowiadaj¡ca wektorowi
e2 powinna by¢ ró»na od tej dla e1, e2. Niech wi¦c

A =




1 0 0
0 2 0
0 0 1


 .

Sprawdzamy teraz, »e

Ae1 =




1 0 0
0 2 0
0 0 1






1
0
0


 = 1 ·




1
0
0


 = 1 · e1

Ae2 =




1 0 0
0 2 0
0 0 1






0
1
0


 = 2 ·




0
1
0


 = 2 · e2
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Ae3 =




1 0 0
0 2 0
0 0 1






0
0
1


 = 1 ·




0
0
1


 = 1 · e3

i oczywi±cie

Av = A(e1 + e3) = Ae1 +Ae3 = 1 · e1 + 1 · e3 = 1 · (e1 + e3) = 1 · v.

Gdyby teraz byªo

Aw =




1 0 0
0 2 0
0 0 1






1
1
1


 =




1
2
1


 = λ · w = λ ·




1
1
1


 =



λ
λ
λ


 ,

to otrzymaliby±my, »e równocze±nie

λ = 1 i λ = 2

co jest sprzeczne!

Zad. 5
Mno»enie liczb zespolonych jest dziaªaniem przemiennym, wi¦c ka»da pod-
grupa utworzona z liczb zespolonych z mno»eniem jako dziaªaniem jest
przemienna. Natomiast grupa permutacji S3 nie jest przemienna. Dla-
tego te», to jest przyczyna dla której nie ma takiego zbioru

A = {z1, z2, z3, z4, z5, z6} ⊂ Z.

Bo gdyby byª, to by±my mieli dla dowolnych p, p′ ∈ S3

p ◦ p′ = φ(z) ◦ φ(z′) = φ(zz′) = φ(z′z) = φ(z′) ◦ φ(z) = p′ ◦ p

gdzie φ : S3 → A jest izomor�zmem z p = φ(z), p′ = φ(z′). To »e grupa
permutacji S3 jest nieprzemienna mo»na przyj¡¢ za ogólnie wiadome.

Zad. 6
Dla n = 3 mamy

Ω = {3t0n, 2t1n, 1t2n, 0t3n}
i prawdopodobie«stwo zdarzenia

P ({3t0n, 2t1n}) = p3 +
(

3
2

)
p2(1− p) = p3 + 3p2(1− p).

Dla n = 4 mamy

Ω = {4t0n, 3t1n, 2t2nO, 2t2nR, 1t3n, 0t4n}
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i odpowiednie prawdopodobie«stwo

P ({4t0n, 3t1n, 2t2nO}) =

= p4 +
(

4
3

)
p3(1− p) +

(
4
2

)
p2(1− p)2 1

2
=

= p4 + 4p3(1− p) + 6p2(1− p)2 1
2

=

= p4 + 4p3(1− p) + 3p2(1− p)2 = p4 + p2(1− p)(4p+ 3− 3p) =

= p4 + p2(1− p)(p+ 3) = p4 + (p2 − p3)(p+ 3) =

= p4 + p3 − p4 + 3p2 − 3p3 = p3 + 3p2(1− p).

Otrzymali±my te same prawdopodobie«stwa.
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