zadania otwarte Egzamin dyplomowy 16.I1.04r, cz. 1

Rozwigzania:

Zad. 1

Zad. 2

Funkcje f(z,y) = x+yi g(z,y) = 2% + 2y + y? sy rézniczkowalna. Zbior
A={(z,y): 2> +ay+y> =1} = {(z,y) : g(x,y) =1} jest zwarty
wiec funkcja ciagla z = f(z,y) osiaga na nim swoje kresy. Co wiecej
Vy(z,y) = 2z + y, z + 2y]
i zachodzi
Vy(z,y) =10,0] <= 22 +y=0A2+2y=0 < z=y=0

wiec

Vy(z,y) #10,0] dla (z,y) € A.

Korzystamy teraz z metody mnoznikéw Lagrangea (warunek konieczny
przyjmowania ekstremum): istnieje taka A € R ze

{ g(m,y) = 1,
Vi(r,y) = AVg(z,y)

dla (z,y) € R? w ktérym z = f(z,y) przyjmuje ekstremum. Z warunku
Vf(z,y) = AVg(z,y) otrzymujemy (tu Vf(z,y) = [1,1]), iz

1 = A2z +y),

1 = Az+2y).

Skad wynika, ze A # 0 oraz 2z +y =z + 2y <= z =y co podstawiajac
do warunku g(z,y) = 1 daje

3
g(z,x)=32> =1 <= z = :t%.
Poniewaz otrzymalismy dwa punkty, wiec oczywiste jest teraz ze w jednym

z nich

(w0, y0) = (‘?v —?)
jest osiagana najmniejsza warto$é funkcji f(zo, yo) = —2@ a w drugim
(331,91) = (§, ?)

S

funkcja przyjmuje najwieksza wartos¢ f(z1,y1) = 2°5°.

Przyjmujemy za wiadome, ze szereg
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jest zbiezny dla § > 1 i nie jest zbiezny dla 5 < 1. Szereg
S
2
T n®+mn
jest o wyrazach dodatnich, wiec przy badaniu jego zbiezno$ci mozemy
korzysta¢ z kryterium poréwnawczego zbieznoéci szeregéw. Z nieréwnodci

1 1
m < E Spelnionej dla a € R

mamy, ze szereg
oo

1
PRI
T n®+n
jest zbiezny dla kazdego a € R. Stad mamy, iz zbieznosé szeregu
SRS S
- ne +n2 - ne + n? - ne + n?2
jest rownowazna zbieznosci szeregu
>
>
T n*+mn
Dalej bedziemy sie zajmowaé tym ostatnim. Mamy

n< 1 1

no +n2 - 1+n2—(x < n2—a

a wiec gdy zachodzi
1<2—a <= a<l1

to badany szereg jest zbiezny. Natomiast dla a > 1 mamy

2—a<1

1402 *<n+1
1 1 n®

< —
n+1 " 14+n2-a no4n2

skad wynika rozbieznos$é rozwazanego szeregu (oczywiste jest, ze szereg
Y07 7 jest rozbiezny).

Zad. 3
Podstawiamy

p dx r = Int 1
— = x|t
/ e2® 4 e de = 4 ‘0
0
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Dalej rozktad na utamki proste

1 7é+§+ C  A(t+1)+Bt(t+1)+Ct?
t#2+t) 2t t+1 t2(t+1)

skad otrzymujemy, ze

(B+C)W+ (A+B)t+A=1

co daje
A = 1,
A+B = 0,
B+C = 0.

Rozwiazaniem uktadu jest A =1, B = —1, C' = 1. Kontynuujac

e

/L_
tt2+t)
1
rdt [dt [ dt 1pe € ¢
/t2 /t+/t+1 I A
1 1 1
1 1 1
= 1—-—-—14+In(l+e)—In2=1In +e—*~
e e

Zad. 4

Oznaczamy e; = [1,0,0]7, ex = [0,1,0]7, e3 = [0,0,1]T i v = [1,0,1]T.
Zauwazamy, ze v = e1 + e3. Skad wnioskujemy, ze jezeli wektory e, es sa
wektorami wlasnymi to dobrze by bylto (z uwagi na to ze wektor v tez ma
by¢ wektorem wlasnym) aby odpowiadaly im te same wartosci wlasne. Z
podobnych wzgledéw, aby wektor w = [1, 1, 1] nie byt wektorem wlasnym
(tu mamy w = e +e2 + e3), to warto$é wlasna odpowiadajaca wektorowi
es powinna by¢ rézna od tej dla e;, ea. Niech wiec

1 00
A=10 2 0
0 0 1
Sprawdzamy teraz, ze
1 0 0] [ 1] [ 1]
Aey =0 2 0 0=1 0 [=1-¢e
| 00 1 ][0 | 0]
1 0 0] [ 0] [0 ]
Aes =10 2 0 11=2 1| =2-e
| 00 1] 0] | 0 |
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Zad. 5

Zad. 6

A€3: :1'63

S O =
O N O
—_ o O
jen)
Il
—
o

i oczywidcie
Av=A(e; +e3) =Aeg +Aes=1-e1+1-e3=1-(eg+e3)=1-w0.

Gdyby teraz byto

100 1 1 1 A
Aw=10 2 0 l)l=12|=Xxw=Xx-{1]|=1|X],
0 0 1 1 1 1 A

to otrzymaliby$my, ze réwnoczesnie

A=1 1 X=2

co jest sprzeczne!

Mnozenie liczb zespolonych jest dzialaniem przemiennym, wiec kazda pod-
grupa utworzona z liczb zespolonych z mnozeniem jako dzialaniem jest
przemienna. Natomiast grupa permutacji S3 nie jest przemienna. Dla-
tego tez, to jest przyczyna dla ktérej nie ma takiego zbioru

A= {Zl, 29, 23,24, 25, 26} Cc Z.
Bo gdyby byl, to bysmy mieli dla dowolnych p,p’ € S
pop’ =¢(2) 0 d(2') = ¢(22') = ¢(2'2) = ¢() 0 §(z) =p' o p

gdzie ¢ : S3 — A jest izomorfizmem z p = ¢(z), p’ = ¢(2’). To ze grupa
permutacji S5 jest nieprzemienna mozna przyjaé za ogblnie wiadome.

Dla n = 3 mamy
Q = {3t0n, 2t1n, 1¢2n,0t3n}

i prawdopodobieristwo zdarzenia

P({3t0n,2t1n}) = p° + (3

2)1?2(1 —p)=p’+3p°(1 —p).

Dla n = 4 mamy

Q = {4t0n, 3t1n, 2t2n0, 2t2n R, 1¢t3n, 0tdn}
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i odpowiednie prawdopodobienstwo
P({4t0n, 3t1n,2t2n0}) =
4 4 1
4 3 2 2
1-— 1—p)==
P+ (3>p (I-p)+ <2>p 1=p)"3

1
= P (1-p)+6p’(1-p)*; =

= p'+4p*(1—p) +3p*(1 —p)* =p" +p*(1 —p)(dp+3 — 3p) =
= p'+p’(1-p)p+3)=p"+(*—p*)(p+3) =
= pt+p®—pt+3p* - 3p® =p* +3p*°(1 - p).

Otrzymali$my te same prawdopodobienstwa.
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