
EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)
Znajd¹ rozwi¡zanie poni»szego zagadnienia programowania liniowego:

Zmaksymalizowa¢ x1 − 2x2 + x3 − x5

przy ograniczeniach

x1 − 3x2 + x3 + 2x5 = 8
4x2 + 3x4 − x5 = 3

xi ≥ 0.

Zadanie 2. (8 punktów)

Oblicz e̊20, Ā20 oraz ā20 je±li wiadomo, »e speªniona jest hipoteza jednorod-

nej populacji, przyszªy czas »ycia 0-latka jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie

wykªadniczym z parametrem 0.1 oraz nat¦»enie oprocentowania równe jest

0.1.

Zadanie 3. (8 punktów)

W celu oszacowania proporcji osób lewor¦cznych w±ród studentów matema-

tyki przeprowadzono nast¦puj¡cy eksperyment. Pytano o lewor¦czno±¢ ko-

lejnych, losowo wybranych studentów a» do momentu znalezienia 10, którzy

s¡ lewor¦czni. Z przepytanych w ten sposób osób, 87 byªo prawor¦cznych.

Na podstawie tych danych dokonaj estymacji proporcji osób prawor¦cznych

wsród studentów matematyki.

Zadanie 4. (8 punktów)

Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz f : X → R. Sprawd¹, czy

funkcja ρ : X ×X → R zde�niowana wzorem

ρ(x, y) = d(x, y) + |f(x)− f(y)|
jest metryk¡ na X.

Zadanie 5. (8 punktów)



Pokaza¢, »e je±li cz¦±ci rzeczywista u i urojona v funkcji holomor�cznej

f : C→ C, f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), speªniaj¡ warunki u2 − 2v = 1, to
f jest staªa.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)

Na boku BC trójk¡ta ABC wybrano punkty D i E w taki sposób, »e miary

k¡tów ]CAD i ]ABC s¡ równe, a odcinek AE jest dwusieczn¡ k¡ta ]DAB.

Udowodnij, »e AC = CE.

Zadanie 2. (8 punktów)

Udowodnij, »e je±li n jest nieparzyste to liczba 3n + 7n jest podzielna przez

5.

Zadanie 3. (8 punktów)

W celu oszacowania proporcji osób lewor¦cznych w±ród studentów matema-

tyki przeprowadzono nast¦puj¡cy eksperyment. Pytano o lewor¦czno±¢ ko-

lejnych, losowo wybranych studentów a» do momentu znalezienia 10, którzy

s¡ lewor¦czni. Z przepytanych w ten sposób osób, 87 byªo prawor¦cznych.

Na podstawie tych danych dokonaj estymacji proporcji osób prawor¦cznych

wsród studentów matematyki.

Zadanie 4. (8 punktów)

Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz f : X → R. Sprawd¹, czy

funkcja ρ : X ×X → R zde�niowana wzorem

ρ(x, y) = d(x, y) + |f(x)− f(y)|
jest metryk¡ na X.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li cz¦±ci rzeczywista u i urojona v funkcji holomor�cznej

f : C→ C, f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), speªniaj¡ warunki u2 − 2v = 1, to
f jest staªa.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-

kªadzie. Zakªadamy, »e s¡ one ograniczone. Rozwa»my empiryczn¡ funkcj¦

tworz¡c¡ momenty

Φn(s) =
1

n

n∑
j=1

esXj .

Niech φ̂(s) = IEesX1 .

1. Do czego zbiega i w jakim sensie Φn gdy n→∞. Poda¢ z jakich twierdze«

si¦ korzysta.

2. Obliczy¢ wariancj¦ σ2 = ID2(esX1).
3. Niech

εn =
σ√
n
.

Do czego zbiega

IP
(
|Φn(s)− φ̂(s)| ≤ εn

)
,

gdy n→∞. Wykorzysta¢, »e jesli Z jest zmienn¡ o rozkªadzie standardowym

normalnym, to IP(Z ≤ 1) = 0.8413.

Zadanie 2. (8 punktów)

1. Niech B(t) (t ≥ 0), b¦dzie standardowym ruchem Browna. Do czego zbiega

IP(B(t) > tα) gdy t→∞. Poda¢ odpowied¹ w zale»no±ci od α ∈ R.

2. Obliczy¢ wariancj¦ aB(1) + b(B(2)−B(1)).

Zadanie 3. (8 punktów)

NiechX1, . . . , Xn b�edzie prób�a z rozkªadu o g�esto±ci f(x, θ) = θ(1+x)−(θ+1) 1(0,∞)(x),
θ > 0. Testujemy H0 : θ = 1 przeciwko H1 : θ > 1. Wyznacz test jedno-

stajnie najmocniejszy na poziomie istotno±ci α = 0.05.

Zadanie 4. (8 punktów)



Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz f : X → R. Sprawd¹, czy

funkcja ρ : X ×X → R zde�niowana wzorem

ρ(x, y) = d(x, y) + |f(x)− f(y)|
jest metryk¡ na X.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li cz¦±ci rzeczywista u i urojona v funkcji holomor�cznej

f : C→ C, f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), speªniaj¡ warunki u2 − 2v = 1, to
f jest staªa.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 15.02.2017
Biomatematyka

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozpatrzmy diploidaln¡ populacj¦, która kojarzy si¦ losowo. Przyjmujemy,

»e w tej populacji dostosowania genotypów AA, Aa i aa s¡ w stosunkach

1 : 1− s : (1− s)2.

(i) Jak zmienia si¦ cz¦sto±¢ allelu a w tej populacji w kolejnych pokoleniach?

(ii) Przy jakiej cz¦sto±ci allelu a skªad genetyczny tej populacji nie ulega

zmianie w kolejnych pokoleniach.

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozwój pewnej populacji owadów, b¦d¡cych szkodnikami le±nymi oraz o�a-

rami ptaków le±nych opisany jest równaniem

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− β N2

α2 +N2

gdzie N(t) oznacza liczebno±¢ populacji w chwili t, a rN , KN , oraz β, α s¡

dodatnimi staªymi.

(i) Podaj interpretacj¦ pojawiaj¡cych si¦ w tym równaniu wielko±ci.

(ii) Wyznacz stany stacjonarne.

Zadanie 3. (8 punktów)

W celu oszacowania proporcji osób lewor¦cznych w±ród studentów matema-

tyki przeprowadzono nast¦puj¡cy eksperyment. Pytano o lewor¦czno±¢ ko-

lejnych, losowo wybranych studentów a» do momentu znalezienia 10, którzy

s¡ lewor¦czni. Z przepytanych w ten sposób osób, 87 byªo prawor¦cznych.

Na podstawie tych danych dokonaj estymacji proporcji osób prawor¦cznych

wsród studentów matematyki.

Zadanie 4. (8 punktów)



Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz f : X → R. Sprawd¹, czy

funkcja ρ : X ×X → R zde�niowana wzorem

ρ(x, y) = d(x, y) + |f(x)− f(y)|
jest metryk¡ na X.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li cz¦±ci rzeczywista u i urojona v funkcji holomor�cznej

f : C→ C, f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), speªniaj¡ warunki u2 − 2v = 1, to
f jest staªa.


