
EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Biomatematyka

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwój wielko±ci pewnej populacji jest opisany równaniem:

dN

dt
=

rN(t)

(1 + aN(t)b
,

gdzie N(t) jest wielko±ci¡ populacji w chwili t, natomiast a i b s¡ staªymi.

(i) Wyznacz stany stacjonarne.

(ii) Okre±l stabilno±¢ wyznaczonych stanów stacjonarnych.

Zadanie 2. (8 punktów)
Dla diploidalnej populacji znajduj¡cej si¦ w warunkach równowagi Hardy'ego-
Weinberga, cz¦sto±¢ allelu A jest równa p. Wiedz¡c, »e dostosowania genoty-
pów AA, Aa, i aa w tej populacji s¡ w stosunku: 6 : 8 : 4

(i) wyznacz cz¦sto±¢ allelu A w nast¦pnym pokoleniu,

(ii) dla jakiej cz¦sto±ci allelu A, cz¦sto±ci genotypów w kolejnych pokole-
niach nie ulegaj¡ zmianie.

(iii) Zaªó»my, »e do populacji, w której cz¦sto±¢ allelu A jet równa wyzna-
czonej w punkcie (ii) warto±ci, migruje jeden osobnik o genotypie aa.
Czy spowoduje to, w dªu»szej perspektywie czasowej, zmian¦ cz¦sto±ci
allelu A?

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, X2, ..., XN b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach
dwumianowych b(n1, p), ..., b(nN , p) ze znanymi, ale ró»nymi liczbami do-
±wiadcze«, n1, ..., nN , oraz wspólnym, ale nieznanym prawdopodobie«stwem
sukcesu, p, w pojedy«czym do±wiadczeniu.

(i) Wyznacz estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru p.



(ii) Czy wyznaczony w punkcie (i) estymator jest estymatorem nieobci¡»o-
nym?

Zadanie 4. (8 punktów)
Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz {an}∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem
speªniaj¡cym warunek

d(an+1, an+2) ≤ cd(an, an+1)

dla n ∈ N oraz pewnej staªej 0 < c < 1. Poka», »e:

1. dla n ≥ 2 mamy d(an, an+1) ≤ cnd(a1, a2);

2. ci¡g {an}∞n=1 speªnia warunek Cauchy'ego.

Zadanie 5. (8 punktów)
Pokaza¢, »e je±li funkcje f i f̄ s¡ holomor�czne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcj¡ staª¡ na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

spec. ekonomiczna test HS-0-0

Zadanie 1. (8 punktów)

Dana jest nast¦puj¡ca macierz:

M =

(
−4 0 4 3 −2

6 2 −2 −3 1

)
.

a) Znajd¹ rozwi¡zanie dwuosobowej gry o sumie zero maj¡cej powy»sz¡ ma-
cierz wypªat.
b) Przyjmuj¡c, »e M jest macierz¡ wypªat w grze przeciwko Naturze, wy-
znacz decyzj¦ optymaln¡ (jedn¡ z pi¦ciu) kieruj¡c si¦ kryterium:
optymistów,
minimaksowej straty.

Zadanie 2. (8 punktów)

Jaka jest oczekiwana liczba osób z populacji miliona 42-latków, które umr¡ po
uko«czeniu 43 lat i 3 miesi¦cy »ycia i przed uko«czeniem 44 lat i 9 miesi¦cy?
Przyjmujemy, »e intensywno±¢ ±miertelno±ci zmienia si¦ skokowo w rocznic¦
narodzin i jest staªa a» do nast¦pnych urodzin. Dane s¡:

q42 = 0, 01 q43 = 0, 03 q44 = 0, 05.

Dodatkowo nale»y przyj¡¢, »e 1 miesi¡c to 1
12

roku.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X1, X2, ..., XN b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach
dwumianowych b(n1, p), ..., b(nN , p) ze znanymi, ale ró»nymi liczbami do-
±wiadcze«, n1, ..., nN , oraz wspólnym, ale nieznanym prawdopodobie«stwem
sukcesu, p, w pojedy«czym do±wiadczeniu.

(i) Wyznacz estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru p.

(ii) Czy wyznaczony w punkcie (i) estymator jest estymatorem nieobci¡»o-
nym?



Zadanie 4. (8 punktów)

Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz {an}∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem
speªniaj¡cym warunek

d(an+1, an+2) ≤ cd(an, an+1)

dla n ∈ N oraz pewnej staªej 0 < c < 1. Poka», »e:

1. dla n ≥ 2 mamy d(an, an+1) ≤ cnd(a1, a2);

2. ci¡g {an}∞n=1 speªnia warunek Cauchy'ego.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li funkcje f i f̄ s¡ holomor�czne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcj¡ staª¡ na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)

Mamy dany kwadrat ABCD. Na boku CD wybieramy punkt E. Niech F
b¦dzie obrazem punktu C w symetrii osiowej wzgl¦dem prostej BE, niech X
b¦dzie punktem na prostej AD, ale nie na boku AD, takim »e AX = CE
niech G b¦dzie punktem przeci¦cia si¦ prostych BF i AD oraz niech H b¦dzie
punktem przeci¦cia prostych BE i AD. Udowodni¢, »e k¡t XBH jest prosty
oraz »e GH = GB = GX.

Zadanie 2. (8 punktów)

Liczby Fibonacciego dane s¡ przez rekurencj¦: f0 = 0, f1 = 1 oraz fn =
fn−1 + fn−2 dla n ≥ 2. Udowodnij, »e dla n ≥ 0 zachodzi to»samo±¢:

f0 + f1 + f2 + . . . + fn = fn+2 − 1.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X1, X2, ..., XN b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach
dwumianowych b(n1, p), ..., b(nN , p) ze znanymi, ale ró»nymi liczbami do-
±wiadcze«, n1, ..., nN , oraz wspólnym, ale nieznanym prawdopodobie«stwem
sukcesu, p, w pojedy«czym do±wiadczeniu.

(i) Wyznacz estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru p.

(ii) Czy wyznaczony w punkcie (i) estymator jest estymatorem nieobci¡»o-
nym?

Zadanie 4. (8 punktów)

Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz {an}∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem
speªniaj¡cym warunek

d(an+1, an+2) ≤ cd(an, an+1)

dla n ∈ N oraz pewnej staªej 0 < c < 1. Poka», »e:



1. dla n ≥ 2 mamy d(an, an+1) ≤ cnd(a1, a2);

2. ci¡g {an}∞n=1 speªnia warunek Cauchy'ego.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li funkcje f i f̄ s¡ holomor�czne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcj¡ staª¡ na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Zastosowania

spec. Zastosowania test HS-0-0

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech dla ka»dego n, zmienne losowe ξnj (j = 1, . . . , n) b¦d¡ niezale»ne o

jednakowym rozkªadzie jednostajnym na [−n, n]. Niech a < b i de�niujemy

Xn,j =

{
1 je±li ξnj ∈ (a, b),
0 w przeciwnym razie.

Udowodni¢, »e ci¡g zmiennych losowych

Zn =
n∑

j=1

ξnj, n = 1, 2, . . .

zbiega wedªug rozkªadu do rozkªadu Poissona ze ±redni¡ (b − a). Komplet

punktów dostaje si¦ za dowód przy u»yciu funkcji charakterystycznych.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech (Nt, t ≥ 0) b¦dzie procesem Poissona o intensywno±ci λ i niech s, t, h ≥
0, t ≤ t+ h ≤ s. Obliczy¢ P (Nt+h −Nt = k|Ns = n).

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób�a losow�a z rozkªadu N(0, σ2). Wyznacz staª�a c,
tak aby statystyka Y = c

∑n
i=1 |Xi| byªa nieobci�a»onym estymatorem para-

metru σ.

Zadanie 4. (8 punktów)

Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz {an}∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem

speªniaj¡cym warunek

d(an+1, an+2) ≤ cd(an, an+1)

dla n ∈ N oraz pewnej staªej 0 < c < 1. Poka», »e:

1. dla n ≥ 2 mamy d(an, an+1) ≤ cnd(a1, a2);



2. ci¡g {an}∞n=1 speªnia warunek Cauchy'ego.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li funkcje f i f̄ s¡ holomor�czne na niepustym obszarze

D, to f jest staªa na D.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2017
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech H b¦dzie podgrup¡ S5 rz¦du 10. Poka», »e istniej¡ x1, x2, . . . x12 ∈
S5 takie, »e {x1H, . . . , x12H} jest zbiorem warstw lewostronnych a {Hx1, . . . Hx12}
jest zbiorem warstw prawostronnych.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech A ∈Mn×n(R) b¦dzie macierz¡ symetryczn¡, i niech

max{〈Av, v〉 | v ∈ Rn, ‖v‖ ≤ 1} = 〈Aw, w〉
dla pewnego w ∈ Rn, ‖w‖ = 1. Udowodnij, »e w jest wektorem wªasnym A.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech n ∈ N oraz ak > 0 dla ka»dego k ∈ {1, 2, . . . , n}.

(a) Uzasadnij, »e

n2 ≤
( n∑

k=1

ak

)
·
( n∑

k=1

1

ak

)
.

(b) Je»li dodatkowo zaªo»ymy, »e a1 · . . . · an = 1, to

2n ≤ (1 + a1) · . . . · (1 + an).

[Wskazówka:] W podpunkcie (b) nierówno±¢ pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡
i geometryczn¡ mo»e by¢ pomocna.

Zadanie 4. (8 punktów)

Zaªó»my, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ oraz {an}∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem
speªniaj¡cym warunek

d(an+1, an+2) ≤ cd(an, an+1)

dla n ∈ N oraz pewnej staªej 0 < c < 1. Poka», »e:

1. dla n ≥ 2 mamy d(an, an+1) ≤ cnd(a1, a2);



2. ci¡g {an}∞n=1 speªnia warunek Cauchy'ego.

Zadanie 5. (8 punktów)

Pokaza¢, »e je±li funkcje f i f̄ s¡ holomor�czne na niepustym obszarze D, to
funkcja f jest funkcj¡ staª¡ na D.


