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Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)
Dwie niezale»ne sumaryczne szkody S1, S2 maj�a zªo»one rozkªady Pois-

sona. S1 ∼ CPoisson(2, F ), S2 ∼ CPoisson(2, G), gdzie F jest rozkªadem
równomiernym na {0, 2, 4} oraz G jest rozkªadem równomiernym na {1, 3, 5}.
Wtedy S1 + S2 ma rozkªad zªo»ony Poissona CPoisson(λ,H). Wylicz jego
parametry λ oraz H.

Zadanie 2. (8 punktów)
Sze±¢dziesi¦ciolatek wpªaca w dniu urodzin 1000 PLN do funduszu ubez-

pieczeniowego. Nast¦pnej wpªaty w wysoko±ci 2000 PLN planuje dokona¢ w
dniu sze±¢dziesi¡tych pierwszych urodzin. Je±li sko«czy sze±¢dziesi¡t dwa lata
zostanie mu wypªacona zakumulowana warto±¢ aktuarialna opisanej powy»ej
renty. Znajd¹ t¦ warto±¢.

Do oblicze« przyjmij, »e

p60 = 0.75, p[60]+1 = 0.4, i = 0.2,

gdzie i jest efektywn¡ stop¡ procentow¡.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, ..., Xn b¦dzie prób¡ losow¡ z rozkªadu wykªadniczego o g¦sto±ci

f(x|λ) = λ exp(−λx), λ > 0, x ≥ 0.

(i) Wyznacz estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru θ = 1
λ
.

(ii) Wyznacz metod¡ momentów estymator parametru θ.

(iii) Sprawd¹ czy otrzymane w punktach (i) i (ii) estymatory s¡ nieobci¡»one

(iv) Jaki jest bª¡d ±rednio-kwadratowy tych estymatorów?

Zadanie 4. (8 punktów)



Niech λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na R, a L � σ-ciaªo zbiorów mierzalnych
wzgl¦dem miary Lebesgue'a. De�niujemy zbiory

An =

{
[n, n+ 1

2n ] ∩ (R \Q), gdy n parzyste,
(n, n+ 1

2n ) ∩Q, gdy n nieparzyste.

Uzasadni¢, »e A =
∞⋃
n=1

An jest L-mierzalny i obliczy¢ λ(A).

Zadanie 5. (8 punktów)

Zbadaj, które przeksztaªcenia liniowe

T : R2 3
(
x
y

)
→
(
a b
c d

)(
x
y

)
∈ R2

s¡ funkcjami holomor�cznymi (jako przeksztaªcenia z C w C przy z = x+iy).
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Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)

Rozkªad µ jest zadany przez funkcj¦ charakterystyczn¡:

φ(t) =
1

2
cos(
√

2t) +
1

2
e−

6t2

2 .

Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie µ
i S49 = X1 + . . .+X49. Wiedz¡c, »e Φ(−2) = 0.0228, gdzie Φ(x) jest dystry-
buant¡ standardowego rozkªadu normalnego, oszacowa¢ IP(S49 ∈ (−28, 28)).

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech (Bt,Ft)t≥0 b¦dzie ruchem Browna. Dla jakich parametrów a, b ∈ R
proces Xt = exp (aBt + bt), t ≥ 0 jest martyngaªem?

Zadanie 3. (8 punktów)

Wyznacz sprz�e»on�a rodzin�e rozkªadów a priori parametru p dla rodziny
rozkªadów dwumianowych b(n, p). W oparciu o obserwacj�e zmiennej losowej
X ∼ b(n, p), wyznacz estymator bayesowski parametru p wzgl�edem rozkªadu
a priori z tej rodziny przy kwadratowej funkcji straty. Ile wynosi jego ryzyko?

Zadanie 4. (8 punktów)

Niech λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na R, a L � σ-ciaªo zbiorów mierzalnych
wzgl¦dem miary Lebesgue'a. De�niujemy zbiory

An =

{
[n, n+ 1

2n ] ∩ (R \Q), gdy n parzyste,
(n, n+ 1

2n ) ∩Q, gdy n nieparzyste.

Uzasadni¢, »e A =
∞⋃
n=1

An jest L-mierzalny i obliczy¢ λ(A).

Zadanie 5. (8 punktów)



Zbadaj, które przeksztaªcenia liniowe

T : R2 3
(
x
y

)
→
(
a b
c d

)(
x
y

)
∈ R2

s¡ funkcjami holomor�cznymi (jako przeksztaªcenia z C w C przy z = x+iy).


