
EGZAMIN MAGISTERSKI, 26.06.2019r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)
Dwa niezale»ne portfele S1, S2 maj¡ zªo»one rozkªady Poissona. S1 ∼

CPoisson(2, F ), S2 ∼ CPoisson(2, G), gdzie F jest dystrybuant¡ rozkªadu
równomiernego na {2, 4, 6, 8} oraz G jest dystrybuant¡ rozkªadu równomier-
nego na {3, 5, 7, 9}. Podaj wzór na dystrybuant¦ zmiennej S1 + S2.

(CPoisson(λ, F ) oznacza rozkªad zmiennej X1 + · · · + XN , gdzie N ma
rozkªad Poissona o warto±ci ±redniej λ > 0, a zmienne Xi, i ≥ 1 s¡ niezale»-
ne od N oraz tworz¡ ci¡g niezale»nych zmiennych losowych o jednakowych
rozkªadach o dystrybuancie F )

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech T20 b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z parame-

trem 0.02 opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia dwudziestolatka podpisuj¡cego umo-
w¦ ubezpieczeniow¡, w której skªadki pªacone s¡ ze staª¡ intensywno±ci¡ i
która gwarantuje wypªat¦ kwoty 1000 w chwili ±mierci ubezpieczonego. Za-
kªadaj¡c staª¡ intensywno±¢ oprocentowania w czasie trwania ubezpieczenia
oraz »e zachodzi warunek równowa»no±ci

a) (6 pkt.) oblicz intensywno±¢ pªaconych skªadek;

b) (2 pkt.) podaj warto±¢ rezerwy w chwili rozpocz¦cia trwania umowy.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2, ..., XN) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o dystrybuancie F.

Udowodni¢, »e dla ka»dego t ∈ IR dystrybuanta empiryczna Fn(t;X) jest
nieobci¡»onym estymatorem F (t).

Uwaga. Je±li nie pami¦tasz de�nicji dystrybuanty empirycznej to przypominamy,

Fn(t;X) =
#{1 ≤ j ≤ n : Xj ≤ t}

n
,

gdzie # oznacza liczb¦ elementów zbioru.



Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« euklidesow¡ R oraz przedziaª A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów otwartych o ko«cach wymier-
nych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Dla jakich warto±ci z poni»szy wzór

f : z 7→
∞∑
n=1

(z + i)n

(2i)nn2

ma sens. Wyznacz obszar holomor�czno±ci tej funkcji. Jaki jest promie«
zbie»no±ci tego szeregu?
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Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Mamy dany czworok¡t wypukªy ABCB, a punkty K,L,M,N s¡ ±rod-

kami boków AB, BC, CD, DA odpowiednio. Udowodni¢, »e KLMN jest
równolegªobokiem.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodnij, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 2 zachodzi nierówno±¢:
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Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2, ..., XN) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o dystrybuancie F.

Udowodni¢, »e dla ka»dego t ∈ IR dystrybuanta empiryczna Fn(t;X) jest
nieobci¡»onym estymatorem F (t).

Uwaga. Je±li nie pami¦tasz de�nicji dystrybuanty empirycznej to przypominamy,

Fn(t;X) =
#{1 ≤ j ≤ n : Xj ≤ t}

n
,

gdzie # oznacza liczb¦ elementów zbioru.

Zadanie 4. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« euklidesow¡ R oraz przedziaª A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów otwartych o ko«cach wymier-
nych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a na R?



Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)
Dla jakich warto±ci z poni»szy wzór

f : z 7→
∞∑
n=1

(z + i)n

(2i)nn2

ma sens. Wyznacz obszar holomor�czno±ci tej funkcji. Jaki jest promie«
zbie»no±ci tego szeregu?
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Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech a = (a, . . . , an) i b = (b1, . . . , bn) b¦d¡ wektorami ortonormalny-

mi oraz X1, . . . , Xn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkªadzie standardowym normalnym. Oznaczmy

S1 =
n∑

k=1

akXk, S2 =
n∑

k=1

bkXk.

• (i) Obliczy¢ ESj, VarSj (j = 1, 2) oraz cov(S1, S2).

• (ii) Jaki rozkªad maj¡ Sj.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech B = (Ω,F , (Ft)t, (Bt)t, P ) b¦dzie ruchem Browna. Oblicz

E

(∫ t

s

B2
udu|Fs

)
. (1)

Uzasadnij wszystkie przej±cia, powoªuj¡c si¡ na odpowiednie twierdze-
nia (sprawd¹ zaªo»enia) i wªasno±ci.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) b¦dzie prób¡ prost¡ z dwuwymiarowego
rozkªadu normalnego z parametrami EX1 = EY1 = µ, V arX1 =
V arY1 = σ2, Cov(X1, Y1) = ρσ2. De�niujemy nowe zmienne Zi =
Xi + Yi, Ri = Xi − Yi, i = 1, . . . , n. Niech ρ0 ∈ (−1, 1). Testujemy

H0 : ρ = ρ0 przeciwko H1 : ρ 6= ρ0,

na podstawie statystyki

T =
S2
Z

S2
R

, gdzie S2
Z =

1

n− 1

n∑
i=1

(Zi−Z)2, S2
R =

1

n− 1

n∑
i=1

(Ri−R)2.

Wyznacz rozkªad T przy zaªo»eniu prawdziwo±ci hipotezy testowanej.



Zadanie 4. (8 punktów)

Rozwa»my przestrze« euklidesow¡ R oraz przedziaª A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów otwartych o ko«cach
wymiernych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)

Dla jakich warto±ci z poni»szy wzór

f : z 7→
∞∑
n=1

(z + i)n

(2i)nn2

ma sens. Wyznacz obszar holomor�czno±ci tej funkcji. Jaki jest promie«
zbie»no±ci tego szeregu?
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Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)

Jezioro ma staª¡ obj¦to±¢ V (mierzon¡ w km3) i zawiera w czasie t ma-
s¦ Q(t) substancji zanieczyszczaj¡cej mierzon¡ w kg. Masa pocz¡tkowa
w chwili t = 0 wynosi Q0. Zakªadamy, »e zanieczyszczenie jest równo-
miernie rozmieszczone w caªym jeziorze, a wi¦c jego st¦»enie w ka»dym
miejscu w jeziorze jest takie samo. Zakªadamy, »e do jeziora wpªywa w
tempie r (w km3/rok) zanieczyszczona woda zawieraj¡ca staªe st¦»enie
c0 zanieczyszcze« oraz »e woda opuszcza jezioro w tym samym tempie.

(i) Wyznacz mas¦ Q(t) zanieczyszcze« w chwili t?

(ii) Je±li zako«czone zostanie wprowadzania zanieczyszcze« do jeziora,
czyli gdy c0 = 0, to jaki czas upªynie zanim masa zanieczyszcze«
zostanie zredukowana o poªow¦?

(iii) Oszacuj czas potrzebny na zredukowanie masy zanieczyszcze« do
poziomu 10% ich pocz¡tkowej warto±ci w sytuacji gdy V = 460 [km3]
i r = 175 [km3/rok].

Zadanie 2. (8 punktów)

Rozpatrzmy nast¦puj¡cy model mutacji nici DNA. Ka»dy nukleotydy
podlega mutacji w sposób niezale»ny od pozostaªych nukleotydów. Przy
ka»dej replikacji nici DNA, ka»dy z czterech nukleotydów A,C,G,T
mo»e zosta¢ zast¡piony przez nukleotyd innego typu z tym samym usta-
lonym prawdopodobie«stwem α.

(a) Zaproponuj, oparty o ªa«cuch Markowa, model matematyczny opi-
suj¡cy ten proces mutacji.

(b) Zaªó»my, »e w wybranym miejscu nici DNA znajduje si¦ pocz¡t-
kowo nukleotyd C. Jaka jest ±rednia liczba replikacji do momentu
pojawienia si¦ nukleotydu G w tym ustalonym miejscu nici DNA?



(c) Zakªadamy, »e ni¢ DNA podlegaªa bardzo du»ej liczbie replikacji.
Jakiej przybli»onej cz¦sto±ci poszczególnych nukleotydów mo»emy
si¦ wtedy spodziewa¢ w jej skªadzie.

(d) Czy zde�niowany przez Ciebie ªa«cuch Markowa jest odwracalny
w czasie?

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X = (X1, X2, ..., XN) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o dystrybuancie
F. Udowodni¢, »e dla ka»dego t ∈ IR dystrybuanta empiryczna Fn(t;X)
jest nieobci¡»onym estymatorem F (t).

Uwaga. Je±li nie pami¦tasz de�nicji dystrybuanty empirycznej to przypomi-

namy,

Fn(t;X) =
#{1 ≤ j ≤ n : Xj ≤ t}

n
,

gdzie # oznacza liczb¦ elementów zbioru.

Zadanie 4. (8 punktów)

Rozwa»my przestrze« euklidesow¡ R oraz przedziaª A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów otwartych o ko«cach
wymiernych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)

Dla jakich warto±ci z poni»szy wzór

f : z 7→
∞∑
n=1

(z + i)n

(2i)nn2

ma sens. Wyznacz obszar holomor�czno±ci tej funkcji. Jaki jest promie«
zbie»no±ci tego szeregu?
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Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

Rozstrzygnij, czy istnieje sko«czenie czy niesko«czenie wiele pier±cieni
(z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu), których grupa elementów odwracal-
nych ma rz¡d b¦d¡cy liczb¡ pierwsz¡. Je±li jest ich sko«czenie wiele,
wyznacz ich liczb¦.

Zadanie 2. (8 punktów)

Odcinek ª¡cz¡cy punkty (1, 0, 0) i (3, 0, 0) jest zawarty w póªpªaszczy¹-
nie H = {(x, 0, z) : x ≥ 0}, i obraca si¦ w tej póªaszczy¹nie wokóª
swojego ±rodka ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡. Jednocze±nie pólpªaszczy-
znaH obraca si¦ wraz z tym odcinkiem wokóª osi Oz ze staª¡ predko±ci¡
k¡tow¡ dwa razy wi¦ksz¡. Podczas jednokrotnego obiegu póªpªaszczy-
zny wokóª osi Oz odcinek zakre±la powierzchni¦, która jest wst¦g¡ Mo-
ebiusa. Wyprowad¹ parametryczne równanie tej powierzchni, zale»ne
od parametru dªugo±ci t ∈ [−1, 1] na ruchomym odcinku, i od k¡ta
θ ∈ [0, 2π] o jaki obrócona zostaªa póªpªaszczyzna.

WSKAZÓWKA: Rozwa» macierz obrotu o k¡t θ wokóª osi Oz, i naªó»
j¡ na wektor wodz¡cy punktu na odpowiednio obróconym odcinku.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech (X, ρ) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Niech

B(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r}
oznacza kul¦ o ±rodku w punkcie x ∈ X i promieniu r > 0. Niech
E ⊆ X i x ∈ X, wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) x ∈ clE, gdzie clE oznacza domkni¦cie zbioru E;

(ii) B(x, r) ∩ E 6= ∅ dla wszystkich r > 0;

(iii) Istnieje ci¡g (xn)n∈ ⊆ E który zbiega do x.



Zadanie 4. (8 punktów)

Rozwa»my przestrze« euklidesow¡ R oraz przedziaª A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów otwartych o ko«cach
wymiernych?

3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)

Dla jakich warto±ci z poni»szy wzór

f : z 7→
∞∑
n=1

(z + i)n

(2i)nn2

ma sens. Wyznacz obszar holomor�czno±ci tej funkcji. Jaki jest promie«
zbie»no±ci tego szeregu?
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Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie z dystrybuant¡ F i g¦sto-
±ci¡ f . Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Y = aX + b, a, b ∈ R.

Zadanie 2. (8 punktów)

Rozwa»my model liniowy YYY = 111α + XXXc βββ + eee, gdzie XXXc jest macierz¡
scentrowan¡. Niech XXX = [111XXXc], a bbb = (α,βββ′)′. Wtedy YYY = XXXbbb + eee.
Zaªó»my, »e macierz planu ma posta¢ XXX = [111ccc1 · · · cccp], a jej kolum-
ny s¡ ortogonalne. Wyka», »e estymator MNK wektora bbb ma posta¢
b̂bb = (Y , b̂1, . . . , b̂p)

′, gdzie b̂j jest estymatorem MNK w modelu regresji
liniowej Yi = bjcij + ei, i = 1, . . . , n, dla j = 1, . . . , p.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X = (X1, X2, ..., XN) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o dystrybuancie
F. Udowodni¢, »e dla ka»dego t ∈ IR dystrybuanta empiryczna Fn(t;X)
jest nieobci¡»onym estymatorem F (t).

Uwaga. Je±li nie pami¦tasz de�nicji dystrybuanty empirycznej to przypomi-

namy,

Fn(t;X) =
#{1 ≤ j ≤ n : Xj ≤ t}

n
,

gdzie # oznacza liczb¦ elementów zbioru.

Zadanie 4. (8 punktów)

Rozwa»my przestrze« euklidesow¡ R oraz przedziaª A = [2, 3).

1. Czy A jest zwarty?

2. Czy A jest przeliczaln¡ sum¡ przedziaªów otwartych o ko«cach
wymiernych?



3. Czy A jest przeliczalnym przekrojem zbiorów otwartych?

4. Czy A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a na R?

Wszystkie odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 5. (8 punktów)

Dla jakich warto±ci z poni»szy wzór

f : z 7→
∞∑
n=1

(z + i)n

(2i)nn2

ma sens. Wyznacz obszar holomor�czno±ci tej funkcji. Jaki jest promie«
zbie»no±ci tego szeregu?


