
EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)
Warto±¢ szkody S ma rozkªad okre±lony na zbiorze N. Skªadka netto za

nadwy»k¦ ª¡cznej warto±ci szkód S ponad liczb¦ k wynosi:

k 1 2 3 4
E[(S − k)+] 5.2500 4.5500 3.9075 3.3310

Wylicz P (S = 2) + P (S = 3).

Zadanie 2. (8 punktów)
Sze±¢dziesi¦ciolatek podpisuje umow¦ ubezpieczeniow¡, w ramach której

za rok powinien wpªaci¢ sum¦ x, po czym od razu zacznie otrzymywa¢ do»y-
wotni¡ rent¦ wypªacan¡ ze staª¡ intensywno±ci¡ 1000. Oblicz x zakªadaj¡c,
»e przyszªy czas »ycia sze±¢dziesi¦ciolatka ma rozkªad wykªadniczy z para-
metrem 1

90
oraz »e nat¦»enie oprocentowania wynosi 1

10
.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e mamy próbk¦ losow¡ (X1, ..., Xn) z rozkªadu wykªadniczego

z parametrem λ. Zaªó»my, »e chcemy oszacowa¢ ±redni¡ 1/λ. W tym celu
korzystamy z dwóch estymatorów

T1 =
1

n
(X1 +X2 + ...+Xn),

oraz

T2 = nMn, gdzie Mn = max{X1, X2, ..., Xn}.

(a) Wyka», ze oba estymatory s¡ estymatorami nieobci¡»onymi ±redniej.

(b) Przyjmuj¡c za kryterium bª¡d ±redniokwadratowy, który z estymatorów
wybierzesz do estymacji ±redniej?

Zadanie 4. (8 punktów)



Obliczy¢ caªk¦ ∫
|z|=2

zez

(z − Log i)3
dz,

gdzie Log oznacza gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢ w
postaci algebraicznej a+ bi.

Przyjmujemy, »e argument gªówny bierzemy z przedziaªu [0, 2π).

Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech dana b¦dzie funkcja

f : X → R. Na R, [0, 1] i [0, 1]2 rozwa»amy metryki euklidesowe.

• Podaj de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji f : X → R.

• Poka», »e warunek �f−1[(a, b)] jest kul¡ dla ka»dego a < b� jest dosta-
teczny do tego, by f byªa ci¡gªa, ale nie jest konieczny.

• Czy istnieje ci¡gªa surjekcja g : [0, 1]2 → R? Odpowied¹ uzasadnij.

• Czy istnieje ci¡gªa surjekcja h : R→ [0, 1]? Odpowied¹ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Dane s¡ punkty A,B,C,D le»¡ce na wspólnym okr¦gu, przy czym proste

AB i CD przecinaj¡ si¦ w punkcie M . Udowodni¢ podobie«stwa trójk¡tów:
4ADM ∼ 4CBM oraz 4ACM ∼ 4DBM oraz równo±¢

AC · AD
AM

=
BC ·BD
BM

.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodni¢ »e je±li n ∈ N, to liczba 132n + 6 dzieli si¦ przez 7.

Zadanie 3. (8 punktów)
Zaªó»my, »e mamy próbk¦ losow¡ (X1, ..., Xn) z rozkªadu wykªadniczego

z parametrem λ. Zaªó»my, »e chcemy oszacowa¢ ±redni¡ 1/λ. W tym celu
korzystamy z dwóch estymatorów

T1 =
1

n
(X1 +X2 + ...+Xn),

oraz
T2 = nMn, gdzie Mn = max{X1, X2, ..., Xn}.

(a) Wyka», ze oba estymatory s¡ estymatorami nieobci¡»onymi ±redniej.

(b) Przyjmuj¡c za kryterium bª¡d ±redniokwadratowy, który z estymatorów
wybierzesz do estymacji ±redniej?

Zadanie 4. (8 punktów)
Obliczy¢ caªk¦ ∫

|z|=2

zez

(z − Log i)3
dz,

gdzie Log oznacza gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢ w
postaci algebraicznej a+ bi.

Przyjmujemy, »e argument gªówny bierzemy z przedziaªu [0, 2π).



Zadanie 5. (8 punktów)
Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech dana b¦dzie funkcja

f : X → R. Na R, [0, 1] i [0, 1]2 rozwa»amy metryki euklidesowe.

• Podaj de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji f : X → R.

• Poka», »e warunek �f−1[(a, b)] jest kul¡ dla ka»dego a < b� jest dosta-
teczny do tego, by f byªa ci¡gªa, ale nie jest konieczny.

• Czy istnieje ci¡gªa surjekcja g : [0, 1]2 → R? Odpowied¹ uzasadnij.

• Czy istnieje ci¡gªa surjekcja h : R→ [0, 1]? Odpowied¹ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)
(i) Zmienna losowa X o rozkªadzie Poissona z parametrem λ ma funkcj¦

charakterystyczn¡ exp(λ(eit − 1)). Czy exp(λ(eiat − 1)) jest funkcj¡ charak-
terystyczn¡. Jakiej zmiennej losowej?

Niech Xk (k = 1, 2, . . .), b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi; Xk z
funkcj¡ charakterystyczn¡

EeitXk = eλk(e
ikt−1), t ∈ R.

Oznaczmy przez S =
∑∞

k=1Xk.

• (ii) Co trzeba zaªo»y¢ o λk (oprócz tego, »e λk > 0) aby S byªo zbie»ne
wedªug rozkªadu. Uzasadni¢ odpowied¹.

• (iii) Obliczy¢ ES i VarS i poda¢ warunki na ich sko«czono±¢. Uzasad-
ni¢.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech B = (Ω,F , (Ft)t, (Bt)t, P ) b¦dzie ruchem Browna. Poka», »e

Yt = tBt −
∫ t

0

Budu (1)

jest martyngaªem. Ponadto udowodnij, »e dla t > s E[(Yt−Ys)Bu] = 0
dla ka»dego u ≤ s. Uzasadnij wszystkie przej±cia, powoªuj¡c si¦ na
odpowiednie twierdzenia (sprawd¹ zaªo»enia) i wªasno±ci.

Zadanie 3. (8 punktów)

Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób¡ z rozkªadu beta z parametrami α i β.
Testujemy H0 : α = 3, β = 1 przeciwko H1 : α = 5, β = 1. Wyznacz
test jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotno±ci α = 0.05. Jaka
jest moc testu przy alternatywie?

Zadanie 4. (8 punktów)



Obliczy¢ caªk¦ ∫
|z|=2

zez

(z − Log i)3
dz,

gdzie Log oznacza gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢
w postaci algebraicznej a+ bi.

Przyjmujemy, »e argument gªówny bierzemy z przedziaªu [0, 2π).

Zadanie 5. (8 punktów)

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech dana b¦dzie funkcja
f : X → R. Na R, [0, 1] i [0, 1]2 rozwa»amy metryki euklidesowe.

� Podaj de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji f : X → R.
� Poka», »e warunek �f−1[(a, b)] jest kul¡ dla ka»dego a < b� jest

dostateczny do tego, by f byªa ci¡gªa, ale nie jest konieczny.

� Czy istnieje ci¡gªa surjekcja g : [0, 1]2 → R? Odpowied¹ uzasadnij.

� Czy istnieje ci¡gªa surjekcja h : R→ [0, 1]? Odpowied¹ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)

Biolodzy badaj¡cy ekosystem Morza Baªtyckiego poinformowali prze-
mysª rybacki o przeªowieniu populacji ryb »yj¡cych w tym akwenie.
Zarz¡d przemysªu rybackiego zdecydowaª zaprzesta¢ odªowów licz¡c
na to, »e populacja ryb po pewnym czasie odrodzi si¦ i b¦dzie mo»na
kontynuowa¢ dziaªalno±¢ na Baªtyku. Zaªó»my, »e odªowy zostaªy za-
przestane w chwili t = 0 z populacja ryb równ¡ x0. Zakªadamy, »e po-
pulacja ryb rozwija si¦ zgodnie z modelem logistycznym z parametrem
wzrostu r i pojemno±ci¡ ±rodowiska K. Pytanie brzmi: kiedy nale»y
wznowi¢ odªowy? Niech x(t) oznacza populacj¦ ryb, w chwili t, b(t)
- liczb¦ ªodzi rybackich oraz q "zdolno±¢ poªowow¡" przypadaj¡c¡ na
jedn¡ ªód¹ na jednostk¦ czasu, dzi¦ki czemu wska¹nik poªowów wynosi
h(t) = qb(t)x(t).

(a) Niech tP oznacza moment wznowienia poªów. Napisz równania
ró»niczkowe opisuj¡ce przyj¦ty model rozwoju populacji ryb dla
t < tP i t ≥ tP .

(b) Zaªó»my, »e �ota jest staªa, b(t) = B. Dokonaj ubezwymiarowienia
modelu z punktu (a), skaluj¡c czas i wielko±¢ populacji przyjmuj¡c
odpowiednio, »e s = rt i u = x/K.

(c) Przy zaªo»eniu, »e po wznowieniu odªowów populacja pozostanie
na staªym poziomie wyznacz optymaln¡ liczb¦ ªodzi przy której
odªów b¦dzie najwi¦kszy.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech {N(t), t ≥ t} b¦dzie procesem Poissona. Czy proces {A(t), t ≥ t}
zde�niowany jako A(t) = N(at), gdzie a > 0 jest ustalon¡ staª¡, jest
procesem Poissona? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)



Zaªó»my, »e mamy próbk¦ losow¡ (X1, ..., Xn) z rozkªadu wykªadniczego
z parametrem λ. Zaªó»my, »e chcemy oszacowa¢ ±redni¡ 1/λ. W tym
celu korzystamy z dwóch estymatorów

T1 =
1

n
(X1 +X2 + ...+Xn),

oraz
T2 = nMn, gdzie Mn = max{X1, X2, ..., Xn}.

(a) Wyka», ze oba estymatory s¡ estymatorami nieobci¡»onymi ±red-
niej.

(b) Przyjmuj¡c za kryterium bª¡d ±redniokwadratowy, który z esty-
matorów wybierzesz do estymacji ±redniej?

Zadanie 4. (8 punktów)

Obliczy¢ caªk¦ ∫
|z|=2

zez

(z − Log i)3
dz,

gdzie Log oznacza gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢
w postaci algebraicznej a+ bi.

Przyjmujemy, »e argument gªówny bierzemy z przedziaªu [0, 2π).

Zadanie 5. (8 punktów)

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech dana b¦dzie funkcja
f : X → R. Na R, [0, 1] i [0, 1]2 rozwa»amy metryki euklidesowe.

� Podaj de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji f : X → R.
� Poka», »e warunek �f−1[(a, b)] jest kul¡ dla ka»dego a < b� jest

dostateczny do tego, by f byªa ci¡gªa, ale nie jest konieczny.

� Czy istnieje ci¡gªa surjekcja g : [0, 1]2 → R? Odpowied¹ uzasadnij.

� Czy istnieje ci¡gªa surjekcja h : R→ [0, 1]? Odpowied¹ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 12.09.2019r
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech {Xn}∞n=1 b�edzie takim ci�agiem zmiennych losowych, »e
√
n(Xn − 1)

D−→ N(0, 2). Jaki jest graniczny rozkªad zestandaryzowa-
nego ci�agu {

√
Xn}∞n=1? Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 2. (8 punktów)

Niech Θ b�edzie zbiorem parametrycznym, a P = {Pθθθ : θθθ ∈ Θ} rodzin�a
rozkªadów. Niech XXX = (X1, . . . , Xn) b�edzie prób�a z rozkªadu Pθθθ, a
Θ1, . . . ,Θk podzbiorami zbioru Θ. Dla i = 1, . . . , k, rozwa»amy test
ϕi = ϕi(XXX), na poziomie istotno±ci α, hipotezy H0i : θθθ ∈ Θi przeciwko
alternatywie H1i : θθθ ∈ ΘC

i , gdzie ΘC
i jest dopeªnieniem zbioru Θi. Niech

Θ0 = ∪ki=1Θi. Wery�kujemy H0 : θθθ ∈ Θ0 przeciwko H1 : θθθ ∈ ΘC
0 testem

ϕ = ϕ(XXX), który odrzuca H0 na korzy±¢ H1, gdy wszystkie testy ϕi
odrzucaj�a H0i. Oszacuj, mo»liwie najdokªadniej, rozmiar testu ϕ.

Zadanie 3. (8 punktów)

Zaªó»my, »e mamy próbk¦ losow¡ (X1, ..., Xn) z rozkªadu wykªadniczego
z parametrem λ. Zaªó»my, »e chcemy oszacowa¢ ±redni¡ 1/λ. W tym
celu korzystamy z dwóch estymatorów

T1 =
1

n
(X1 +X2 + ...+Xn),

oraz

T2 = nMn, gdzie Mn = max{X1, X2, ..., Xn}.

(a) Wyka», ze oba estymatory s¡ estymatorami nieobci¡»onymi ±red-
niej.

(b) Przyjmuj¡c za kryterium bª¡d ±redniokwadratowy, który z esty-
matorów wybierzesz do estymacji ±redniej?



Zadanie 4. (8 punktów)

Obliczy¢ caªk¦ ∫
|z|=2

zez

(z − Log i)3
dz,

gdzie Log oznacza gaª¡¹ gªówn¡ logarytmu zespolonego. Wynik wyrazi¢
w postaci algebraicznej a+ bi.

Przyjmujemy, »e argument gªówny bierzemy z przedziaªu [0, 2π).

Zadanie 5. (8 punktów)

Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ i niech dana b¦dzie funkcja
f : X → R. Na R, [0, 1] i [0, 1]2 rozwa»amy metryki euklidesowe.

� Podaj de�nicj¦ ci¡gªo±ci funkcji f : X → R.
� Poka», »e warunek �f−1[(a, b)] jest kul¡ dla ka»dego a < b� jest

dostateczny do tego, by f byªa ci¡gªa, ale nie jest konieczny.

� Czy istnieje ci¡gªa surjekcja g : [0, 1]2 → R? Odpowied¹ uzasadnij.

� Czy istnieje ci¡gªa surjekcja h : R→ [0, 1]? Odpowied¹ uzasadnij.


