
EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Matematyka w ekonomii i ubezpieczeniach

Zadanie 1. (8 punktów)

Niech dla t ≥ 0, R(t) := u + 2t −
∑N(t)

i=1 Xi, u ≥ 0, gdzie (Xi) iid oraz
(N(t), t ≥ 0) jest procesem Poissona z intensywno±ci¡ 2. Niech ψ(u) = P (T <
∞) b¦dzie prawdopodobie«stwem ruiny, gdzie T = inf{t : R(t) < 0}. Szkody
Xi maj¡ rozkªad wykªadniczy o warto±ci oczekiwanej 3/4. Wylicz prawdopo-
dobie«stwo ruiny ψ(u), przy kapitale pocz¡tkowym u = 0.

Zadanie 2. (8 punktów)
Oblicz jednorazow¡ skªadk¦ netto dla nast¦puj¡cej renty dla 35-latka: je±li

»yje on pod koniec pierwszego roku wypªata wynosi 2000, je±li »yje pod koniec
drugiego roku wypªata wynosi 4000, je±li »yje on pod koniec trzeciego roku
wypªata wynosi 8000. Obliczenia wykonaj dla v = 0.9, zakªadaj¡c ponadto,
»e

q35 = 0.1, 1|1q35 = 0.3, 2|1q35 = 0.2.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci

f(x) =
1

λ
exp

(
−x
λ

)
1(0,∞).

Poka», »e

(i) estymator Tn(X) = nmin{X1, X2, ..., Xn} jest nieobci¡»onym estymato-
rem parametru λ,

(ii) ci¡g estymatorów {Tn}∞n=1 nie jest zgodny.

Zadanie 4. (8 punktów)
Wyznaczy¢ wszystkie mo»liwe warto±ci wyra»enia

I =

∫
Γ

sin2 z

z2 + 1
dz,



je±li Γ jest krzyw¡ regularn¡ zamkni¦t¡, nieprzechodz¡c¡ przez zera mianow-
nika funkcji podcaªkowej.

Zadanie 5. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.

• (1) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = x2 − 2. Niech A =
[0, 2] ∪Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

• (2) Podaj przykªad funkcji, która nie jest caªkowalna w sensie Rieman-
na, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji nale»y wykaza¢).

• (3) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)
Dany jest kwadrat o wierzchoªkach A,B,C,D, punkt K jest ±rodkiem

boku AB, a punkt L le»y na przek¡tnej AC, przy czym AL = 3CL. NiechM
i N b¦d¡ rzutami prostopadªymi punktu L na boki AB i AD odpowiednio.
Udowodnij, »e KM = MB = ND, LK = LB = LD oraz »e k¡t ]KLD jest
prosty.

Zadanie 2. (8 punktów)
Udowodni¢, »e

n∑
k=1

k3(−1)k =
1 + (4n3 + 6n2 − 1) (−1)n

8
.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci

f(x) =
1

λ
exp

(
−x
λ

)
1(0,∞).

Poka», »e

(i) estymator Tn(X) = nmin{X1, X2, ..., Xn} jest nieobci¡»onym estymato-
rem parametru λ,

(ii) ci¡g estymatorów {Tn}∞n=1 nie jest zgodny.

Zadanie 4. (8 punktów)
Wyznacz wszystkie mo»liwe warto±ci wyra»enia

I =

∫
Γ

sin2 z

z2 + 1
dz,

je±li Γ jest krzyw¡ regularn¡ zamkni¦t¡, nieprzechodz¡c¡ przez zera mianow-
nika funkcji podcaªkowej.



Zadanie 5. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.

• (2 pkt.) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = x2 − 2. Niech
A = [0, 2] ∪Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

• (3 pkt.) Podaj przykªad funkcji, która nie jest caªkowalna w sensie Rie-
manna, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji nale»y wykaza¢).

• (3 pkt.) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Zastosowania

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech dla ka»dego n zmienne ξn,j, j = 1, . . . , n s¡ niezale»ne o jednako-

wym rozkªadzie jednostajnym na [−n.n]. Zde�niujmy indykatorowe zmienne
tra�e« w odcinek (a, b) ⊂ [−n, n], gdzie a < b

Inj = 1(ξnj ∈ (a, b)), j = 1, . . . , n

oraz liczb¦ tra�e«

Sn =
n∑

j=1

Inj.

a) (2 pkt) Oblicz ±redni¡ i wariancj¦ Sn.
b) (6 pkt) Udowodni¢ z powoªaniem si¦ na twierdzenia, »e Sn zbiega do
rozkªadu Poissona z parametrem λ. Ile wynosi λ?

Zadanie 2. (8 punktów)

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X1, . . . , Xn b�edzie prób�a z rozkªadu N(0, σ2). Wyznacz test jedno-

stajnie najmocniejszy, na poziomie istotno±ci α = 0.05, w problemie testo-
wania

H0 : σ = 1;

H1 : σ = 2.

Jaka jest moc testu przy alternatywie?

Zadanie 4. (8 punktów)
Wyznaczy¢ wszystkie mo»liwe warto±ci wyra»enia

I =

∫
Γ

sin2 z

z2 + 1
dz,

je±li Γ jest krzyw¡ regularn¡ zamkni¦t¡, nieprzechodz¡c¡ przez zera mianow-
nika funkcji podcaªkowej.



Zadanie 5. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.

• (1) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = x2 − 2. Niech A =
[0, 2] ∪Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

• (2) Podaj przykªad funkcji, która nie jest caªkowalna w sensie Rieman-
na, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji nale»y wykaza¢).

• (3) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 18.02.2020r
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Równanie

dV

dt
= α(t)V 2/3 − β(t)V

opisuje wzrost obj¦to±ci komórek. W tym przypadku zakªadamy, »e ilo±¢
dostarczanego po»ywienia jest proporcjonalna do powierzchni komórki S ∼
V 2/3, za± szybko±¢ jego zu»ycia proporcjonalna do obj¦to±ci. Funkcje α(t)
i β(t) peªni¡ rol¦ odpowiednich wspóªczynników. Sprawdzi¢, »e je±li w tym
modelu funkcje α(t) i β(t) s¡ staªe, to speªnione jest nast¦puj¡ce prawo von
Bertalan�ego stwierdzaj¡ce, »e funkcja L(t) opisuj¡ca zmian¦ rozmiaru li-
niowego wzrastaj¡cej komórki speªnia równanie

dL

dt
= r(L∞ − L(t)),

gdzie staªe r i L∞, opisuj¡ce wspóªczynnik wzrostu i maksymalny rozmiar
liniowy komórki, nie zale»¡ od L(0).

Zadanie 2. (8 punktów)
Rozwa»my ªa«cuch Markowa z macierz¡ prawdopodobie«stw przej±¢ po-

staci:

P =


1
2

1
3

1
6

3
4

0 1
4

0 1 0


(i) Czy ten ªa«cuch Markowa jest nieredukowalny?

(ii) Czy jest okresowy?

(iii) Wyznacz macierz, która jest granic¡ ci¡gu macierzy {Pn}∞n=1, gdy n→
∞.

Zadanie 3. (8 punktów)



Niech X = (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci

f(x) =
1

λ
exp

(
−x
λ

)
1(0,∞).

Poka», »e

(i) estymator Tn(X) = nmin{X1, X2, ..., Xn} jest nieobci¡»onym estymato-
rem parametru λ,

(ii) ci¡g estymatorów {Tn}∞n=1 nie jest zgodny.

Zadanie 4. (8 punktów)
Wyznacz wszystkie mo»liwe warto±ci wyra»enia

I =

∫
Γ

sin2 z

z2 + 1
dz,

je±li Γ jest krzyw¡ regularn¡ zamkni¦t¡, nieprzechodz¡c¡ przez zera mianow-
nika funkcji podcaªkowej.

Zadanie 5. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.

• (2 pkt.) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = x2 − 2. Niech
A = [0, 2] ∪Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

• (3 pkt.) Podaj przykªad funkcji, która nie jest caªkowalna w sensie Rie-
manna, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji nale»y wykaza¢).

• (3 pkt.) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.
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Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech X ma rozkªad gamma z parametrami α i β. Wyznacz EXk dla

k ∈ N oraz V arX.

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech XXX1, . . . ,XXXn b�ed�a m-wymiarowymi niezale»nymi wektorami losowy-

mi, n > m, pochodz�acymi z m-wymiarowego rozkªadu normalnego z wekto-
rem warto±ci oczekiwanych µµµ i jednostkow�a macierz�a kowariancji III. Wyznacz
estymator najwi�ekszej wiarogodno±ci µ̂µµ wektora warto±ci oczekiwanych µµµ.

Zadanie 3. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2, ..., Xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci

f(x) =
1

λ
exp

(
−x
λ

)
1(0,∞).

Poka», »e

(i) estymator Tn(X) = nmin{X1, X2, ..., Xn} jest nieobci¡»onym estymato-
rem parametru λ,

(ii) ci¡g estymatorów {Tn}∞n=1 nie jest zgodny.

Zadanie 4. (8 punktów)
Wyznacz wszystkie mo»liwe warto±ci wyra»enia

I =

∫
Γ

sin2 z

z2 + 1
dz,

je±li Γ jest krzyw¡ regularn¡ zamkni¦t¡, nieprzechodz¡c¡ przez zera mianow-
nika funkcji podcaªkowej.

Zadanie 5. (8 punktów)
Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R,Bor(R), λ), gdzie λ jest miar¡ Lebes-

gue'a.



• (2 pkt.) Niech f : R → R b¦dzie dana wzorem f(x) = x2 − 2. Niech
A = [0, 2] ∪Q. Oblicz ∫

A

f dλ.

• (3 pkt.) Podaj przykªad funkcji, która nie jest caªkowalna w sensie Rie-
manna, ale jest borelowska (borelowsko±¢ tej funkcji nale»y wykaza¢).

• (3 pkt.) Poka», »e je»eli f = g prawie wsz¦dzie, to∫
f dλ =

∫
g dλ,

o ile te caªki istniej¡. Poka», »e niekoniecznie zachodzi odwrotna impli-
kacja.


