
EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka w ekonomii

Zadanie 1. (8 punktów)
Rozwa»my klasyczny model regresji liniowej,

yi = β0 + β1xi + εi,

gdzie εi, i = 1, 2, . . . , n s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie
normalnym N(0, σ2). Udowodnij nast¦puj¡c¡ równo±¢

Cov(ȳ, β̂1) = 0,

gdzie β̂1 jest estymatorem najmniejszych kwadratów wspóªczynnika kierun-
kowego prostej regresji natomiast ȳ = 1

n

∑n
i=1 yi.

Zadanie 2. (8 punktów)
NiechX1, . . . , Xn b¦dzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci f(x) = λ exp{−λx}1(x >

0), λ > 0. Wyznacz estymator nieobci¡»ony o minimalnej wariancji parame-
tru λ.

Zadanie 3. (8 punktów)
Rozpatrz proces stochastyczny opisany równaniem rekurencyjnym

Xt =
3

2
Xt−1 −

1

2
Xt−2 + Zt,

gdzie {Zt, t ∈ Z} jest procesem biaªego szumu, ze ±redni¡ 0 i wariancj¡ σ2.

(i) Wyka», »e proces {Xt} nie jest procesem stacjonarnym w szerszym sen-
sie.

(ii) Wyka», »e szereg czasowy {Yt, t ∈ Z}, zde�niowany jako

Yt = Xt −Xt−1,

jest procesem stacjonarnym w szerszym sensie.

(iii) Czy proces {Yt} jest procesem wynikowym?

Zadanie 4. (8 punktów)



Niech (X, Y ) ma dwuwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny ze ±redni¡m =
(2,−1) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

(
2 1
1 3

)
.

Niech Z = X + 2Y .
(i) Jaki rozkªad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(|Z

4
| > 1.96).

Tabela 1: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Nauczycielska

Zadanie 1. (8 punktów)

Produktem przestrzeni metrycznych (X, dX) i (Y, dY ) nazywamy prze-
strze« metryczn¡ (X × Y, d) , gdzie d jest zde�niowana wzorem

d(〈x1, y1〉, 〈x2, y2〉) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2).

• Narysuj kul¦ o ±rodku w 〈3, 4〉 i promieniu 3 w produkcie (R, dE) i
(R, dE), gdzie dE jest metryk¡ euklidesow¡.

• Czy produkt (X, dX) i (Y, dY ) jest homeomor�czny z produktem (Y, dY )
i (X, dX)? Odpowied¹ uzasadnij.

• Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Wyka», »e zbiór {〈x, x〉 : x ∈
X} jest domkni¦ty w produkcie (X, dX) i (X, dX).

Zadanie 2. (8 punktów)

Liczba x dana jest w sposób nast¦puj¡cy:

x :=
1

5 +
1

3 +
1

5 +
1

3 +
1

. . .

.

Czy x jest liczb¡ wymiern¡? Czy x jest liczb¡ algebraiczn¡? Ka»d¡ odpowied¹
uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)

Na pªaszczy¹nie z ukªadem kartezja«skim dane s¡ punkty A = (0, 0),
B = (2, 0), C = (2, 1), D = (0, 1), E = (0, 2) oraz F = (2, 2).



1. Znajd¹ cztery ró»ne izometrie pªaszczyzny przeksztaªacaj¡ce prostok¡t
ABCD na prostok¡t CDEF . Opisz dokªadnie ka»d¡ z tych czterech
izometrii, podaj¡c jej parametry (±rodek i k¡t obrotu, wektor przesu-
ni¦cia, o± odbicia, o± i wektor po±lizgu dla symetrii z po±lizgiem, itd.).

2. Uzasadnij, »e nie ma wi¦cej ni» cztery izometrii przeksztaªcaj¡cych
ABCD na CDEF .

Zadanie 4. (8 punktów)
Na zbiorze P(R) (rodzina wszystkich podzbiorów zbioru liczb rzeczywi-

stych) de�niujemy relacj¦ R w sposób nast¦puj¡cy:

ARB wtedy i tylko wtedy gdy zbiór A4B jest sko«czony,

gdzie �4� oznacza ró»nic¦ symetryczn¡: A4B := (A \B) ∪ (B \ A).
Udowodnij, »e R jest relacj¡ równowa»no±ci na P(R). Opisz klas¦ abs-

trakcji zbioru A := ∅ i zbioru B := [0, 1]. Odpowied¹ uzasadnij.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka stosowana

Zadanie 1. (8 punktów)
Dla jakiej warto±ci parametru a równanie

y′′ + ay = sin t

opisuje rezonans drga«. Uzasadni¢ odpowied¹.

Zadanie 2. (8 punktów)
Zmiana wielko±ci dwóch populacji x(t) i y(t) opisana jest nast¦puj¡cym

ukªadem równa«:
x′(t) =

x

k1
(k1 − x− αy),

y′(t) =
y

k2
(k2 − y − βx).

Zbadaj do jakiego poziomu b¦dzie d¡»yªa wielko±¢ pierwszej populacji (limt→+∞ x(t)),
przy nast¦puj¡cych zaªo»eniach:

k1 < αk2, βk1 < k2, y(t0) > 0.

Zadanie 3. (8 punktów)
NiechXn b¦dzie sum¡ liczby oczek wyrzuconych w n rzutach symetryczn¡

kostk¡ do gry. Niech Yn b¦dzie reszt¡ z dzielenia Xn przez 5.

(i) Wyznacz macierz prawdopodobie«stw przej±¢, w jednym kroku, dla ªa«-
cucha Markowa {Yn}∞n=0.

(ii) Wyznacz warto±¢ granicy

lim
n→∞

P (Xn jest podzielne przez 5) .

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech (X, Y ) ma dwuwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny ze ±redni¡m =

(2,−1) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

(
2 1
1 3

)
.



Niech Z = X + 2Y .
(i) Jaki rozkªad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(|Z

4
| > 1.96).

Tabela 2: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

Produktem przestrzeni metrycznych (X, dX) i (Y, dY ) nazywamy prze-
strze« metryczn¡ (X × Y, d) , gdzie d jest zde�niowana wzorem

d(〈x1, y1〉, 〈x2, y2〉) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2).

• Narysuj kul¦ o ±rodku w 〈3, 4〉 i promieniu 3 w produkcie (R, dE) i
(R, dE), gdzie dE jest metryk¡ euklidesow¡.

• Czy produkt (X, dX) i (Y, dY ) jest homeomor�czny z produktem (Y, dY )
i (X, dX)? Odpowied¹ uzasadnij.

• Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Wyka», »e zbiór {〈x, x〉 : x ∈
X} jest domkni¦ty w produkcie (X, dX) i (X, dX).

Zadanie 2. (8 punktów)

(a)(2pkt) Podaj de�nicj¦ komutanta grupy G, oznaczanego zazwyczaj
przez G′ lub [G,G].
(b)(3pkt) Wyznacz komutant grupy UT3(R) macierzy górnotrójk¡tnych roz-
miaru 3× 3 z jedynkami na przek¡tnej.
(c)(3pkt) Udowodnij, »e iloraz UT3(R)/UT3(R)′ jest izomor�czny z R× R.

Zadanie 3. (8 punktów)

Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i Xn ma rozkªad jednostajny na
[− 1

n
, 1
n
].

a) Poka», »e

Mn =
n∑

j=1

XjXj+1

jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji Fn = σ{X1, X2, . . . , Xn, Xn+1}.



b) Poka», »e
sup
n

EM2
n <∞

i wywnioskuj, »e martyngaª Mn jest zbie»ny w L2.

c) Czy st¡d wynika równie», »e martyngaª Mn jest zbie»ny p.w.?

Zadanie 4. (8 punktów)
Udowodnij, »e równanie

u(t) = 1 +

∫ t

0

u4(s)ds

ma rozwi¡zanie na odcinku [0, a] dla pewnego a > 0. Czy jest to jedyne
rozwi¡zanie?



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Matematyka teoretyczna

Zadanie 1. (8 punktów)

Produktem przestrzeni metrycznych (X, dX) i (Y, dY ) nazywamy prze-
strze« metryczn¡ (X × Y, d) , gdzie d jest zde�niowana wzorem

d(〈x1, y1〉, 〈x2, y2〉) = dX(x1, x2) + dY (y1, y2).

• Narysuj kul¦ o ±rodku w 〈3, 4〉 i promieniu 3 w produkcie (R, dE) i
(R, dE), gdzie dE jest metryk¡ euklidesow¡.

• Czy produkt (X, dX) i (Y, dY ) jest homeomor�czny z produktem (Y, dY )
i (X, dX)? Odpowied¹ uzasadnij.

• Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Wyka», »e zbiór {〈x, x〉 : x ∈
X} jest domkni¦ty w produkcie (X, dX) i (X, dX).

Zadanie 2. (8 punktów)

(a)(2pkt) Podaj de�nicj¦ komutanta grupy G, oznaczanego zazwyczaj
przez G′ lub [G,G].
(b)(3pkt) Wyznacz komutant grupy UT3(R) macierzy górnotrójk¡tnych roz-
miaru 3× 3 z jedynkami na przek¡tnej.
(c)(3pkt) Udowodnij, »e iloraz UT3(R)/UT3(R)′ jest izomor�czny z R× R.

Zadanie 3. (8 punktów)

Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i Xn ma rozkªad jednostajny na
[− 1

n
, 1
n
].

a) Poka», »e

Mn =
n∑

j=1

XjXj+1

jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji Fn = σ{X1, X2, . . . , Xn, Xn+1}.



b) Poka», »e
sup
n

EM2
n <∞

i wywnioskuj, »e martyngaª Mn jest zbie»ny w L2.

c) Czy st¡d wynika równie», »e martyngaª Mn jest zbie»ny p.w.?

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech en = (0, ..., 0, 1, 0, ...), n = 1, 2, ..., gdzie jedynka jest na n-tym miej-

scu, c0 oznacza przestrze« (zespolonych) ci¡gów zbie»nych do zera z norm¡
supremum oraz (tn)∞n=1 b¦dzie ograniczonym ci¡giem liczb zespolonych.

1. Dany jest operator liniowy i ci¡gªy A : c0 → c0, taki »e

Aen = tn(e2n+1 + e2n+2), n = 1, 2, ... .

Znajd¹ i uzasadnij wzór na Ax dla x = (xn)∞n=1 ∈ c0.

2. Wyznacz ‖A‖c0→c0 .

3. Podaj de�nicj¦ operatora zwartego z przestrzeni Banacha X do prze-
strzeni Banacha Y .

4. Uzasadnij, »e operator A jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g
(an)∞n=1 jest zbie»ny do zera.



EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Analiza danych

Zadanie 1. (8 punktów)
Wektor losowyX = (X1, X2) ma dwuwymiarowy rozkªad normalnyN(0,Σ),

gdzie Σ =

[
2 1
1 2

]
.

a) Zajd¹ warto±ci wªasne tej macierzy i odpowiadaj�ace im wektory wªasne.

b) Wyznacz pierwsz�a skªadow�a gªówn�a tego rozkªadu.

c) Jaki procent caªkowitej wariancji tego wektora wyja±nia pierwsza skªa-
dowa gªówna ?

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech X = (X1, X2)

T ∼ N2(µ,Σ), przy czym µ = (1, 1)T oraz Σ =
diag{2, 2}. Niech a = (1, 2)T, b = (2,−1)T. Jaki jest ª¡czny rozkªad wektora
losowego (aTX,bTX)T? Czy zmienne losowe aTX oraz bTX s¡ niezale»ne?
Odpowied¹ uzasadnij.

Zadanie 3. (8 punktów)
NiechX1, . . . , Xn b�edzie prób¡ z rozkªadu o g¦sto±ci f(x) = λ exp{−λx}1(x >

0), λ > 0. Wyznacz estymator nieobci¡»ony o minimalnej wariancji parame-
tru λ.

Zadanie 4. (8 punktów)
Niech (X, Y ) ma dwuwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny ze ±redni¡m =

(2,−1) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

(
2 1
1 3

)
.

Niech Z = X + 2Y .
(i) Jaki rozkªad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(|Z

4
| > 1.96).



Tabela 3: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

EGZAMIN MAGISTERSKI, 14.09.2023 r.
Aktuarialno-�nansowa

Zadanie 1. (8 punktów)
Niech {B1(t); t ≥ 0}, {B2(t); t ≥ 0} b¦d¡ wzajemnie niezale»nymi stan-

dardowymi ruchami Browna.
Znale¹¢ wszystkie pary a, b ≥ 0 dla których

{W1(t) :=
aB1(t) + bB2(t)

5
, t ≥ 0}

oraz

{W2(t) :=
B1(at) +B2(bt)√

7
, t ≥ 0}

s¡ standardowymi ruchami Browna. Odpowied¹ uzasadni¢.
Dla wyznaczonych a, b obliczy¢

Cov(W1(1),W2(1)).

Zadanie 2. (8 punktów)
Niech (X, Y ) ma dwuwymiarowy ª¡czny rozkªad normalny ze ±redni¡m =

(2,−1) oraz macierz¡ kowariancji

Σ =

(
2 1
1 3

)
.

Niech Z = X + 2Y .
(i) Jaki rozkªad ma Z. Ile wynosi P(Z > 0)? Uzasadnij!
(ii) Korzystaj¡c z zaª¡czonej poni»ej tabelki oszacowa¢ P(|Z

4
| > 1.96).

Zadanie 3. (8 punktów)



Tabela 4: Kwantyle zp rz¦du p standardowego rozkªadu normalnego.

p 0.90 0.95 0.975 0.990 0.995
zp 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

Rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej X dany jest w tabeli:

x 0 1 2 5 10 20
P (X = x) 0.8 0.1 0.03 0.03 0.03 0.01

Wyznacz d, je±li wiadomo, »e E[Id(X)] = 0.37.( Id(Y ) = (Y − d)+).

Zadanie 4. (8 punktów)
Na pewnym rynku dost¦pne s¡ dzi± nast¦puj¡ce instrumenty o podanych

warto±ciach:

• Obligacja zerokuponowa zapadaj¡ca za 2 lata o nominale 10 000 zª,
kosztuj¡ca dzi± 9 000 zª.

• Kontrakt forward na akcj¦ spóªki ABC, niewypªacaj¡cej dywidend, z
dat¡ wykonania za 2 lata, dla którego dzi± wyznaczona cena forward
wynosi 150 zª (tj. dzi± ten kontrakt jest wart 0 zª).

• Opcja europejska waniliowa put z cen¡ wykonania 135 zª na akcj¦ spóªki
ABC, zapadaj¡ca za 2 lata, w cenie 24 zª.

Wykonaj nast¦puj¡ce zadania:

1. Wyznacz dzisiejsz¡ cen¦ europejskiej opcji waniliowej call z cen¡ wyko-
nania 135 zª, zapadaj¡cej za 2 lata na akcj¦ tej samej spóªki ABC tak,
aby nie wprowadzi¢ arbitra»u na tym rynku.

2. Narysuj payo� portfela skªadaj¡cego si¦ z jednego opisanego w zadaniu
kontraktu forward w pozycji krótkiej oraz jednej akcji spóªki ABC w
pozycji dªugiej. Jaka jest dzisiejsza bezarbitra»owa cena takiego port-
fela oraz ile wynosi jego wspóªczynnik grecki delta?


