KONKURS MATEMATYCZNY – KOMA 2010
GIMNAZJA – ELIMINACJE SZKOLNE

SYMBOL NEWTONA – KONSPEKT WYKŁADU
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1) Potęgowanie sumy i różnicy jednomianów. Współczynniki dwumianowe.
2) Definicja rekurencyjna trójkąta Pascala i własność addytywności.

3) Symbol Newtona 
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 i jego własności.
4) Własności ustalonego wiersza trójkąta Pascala: liczba wyrazów w wierszu, suma wyrazów, monotoniczność, symetria, istnienie wyrazu środkowego i jego parzystość. Liczby trójkątne.
5) Definicja kombinatoryczna symbolu Newtona i jego obliczanie za pomocą silni.
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Ad 1
· Jak podnieść do kwadratu sumę dwóch wyrażeń algebraicznych, np. (a+b)2 = (a+b)((a+b): mnożymy każdy wyraz jednego nawiasu przez każdy wyraz drugiego nawiasu i otrzymujemy a2+2ab+b2.  To pozwala szybko podnosić do kwadratu duże liczby, np. 832 = 802+6(80+32 = 6400+480+9 = 6889.
· Analogicznie możemy wyznaczyć regułę na podnoszenie sumy do sześcianu: (a+b)3 = (a+b)((a+b)((a+b) i po wymnożeniu każdego wyrazu każdego nawiasu przez każdy wyraz każdego innego nawiasu i dokonaniu redukcji mamy:
a3 + 3a2b+3ab2+b3.

· Można w ten sposób wyznaczyć rozwinięcia dla kolejnych wyższych potęg. Jako ćwiczenie uczniowie mogą zrobić w grupach (a+b)4 i (a+b)5, korzystając z już wyprowadzonych wzorów na kwadrat i sześcian, i zapisać otrzymane wzory na tablicy.
· A jak będzie wyglądał wzór na rozwinięcie (a+b)117? Z definicji potęgi będzie to (a+b)((a+b)((a+b)(…((a+b)((a+b)((a+b) i tak 117 razy. Wiadomo teraz, że należy przemnożyć „każdy wyraz przez każdy”. Zatem w wyniku otrzymamy na pewno wyrazy postaci: a117 (z przemnożenia liter a ze wszystkich nawiasów), a116b (z przemnożenia liter a z pewnych 116 nawiasów i litery b z jednego pozostałego nawiasu), a115b2 (z przemnożenia liter a wziętych z pewnych 115 nawiasów i liter b wziętych z pozostałych dwóch nawiasów) itd. – wypisujemy jeszcze kilka przykładów aż do ab116 i b117. Zauważamy, że suma potęg przy a i b w danym składniku zawsze daje 117. Kłopot polega jedynie na ustaleniu, ile będzie składników każdego rodzaju.
· Łatwo widać, że wyrazy a117 oraz b117 wystąpią w rozwinięciu tylko raz, a wyrazy a116b i ab116 wystąpią 117 razy (bo na 117 sposobów można wybrać nawias, z którego weźmiemy literę b a z pozostałych weźmiemy a, otrzymując wszystkie możliwe iloczyny postaci a116b, lub na 117 sposobów można wybrać nawias, z którego wybierzemy literę a, oraz z pozostałych wybierzemy b, otrzymując wszystkie iloczyny postaci ab116). A ile będzie innych składników? Tzn. jakie współczynniki liczbowe mamy wstawiać przed kolejnymi składnikami w naszym rozwinięciu? Na razie wiemy tyle:
(a+b)117 = a117 + 117a116b + ?a115b2 + ?a114b3 +…+ ?a3b114 + ?a2b115 + 117ab116 + b117.

· Aby to ustalić, musimy odpowiedzieć na pytanie np. na ile sposobów możemy wybrać 3 nawiasy ze 117 (tyle będzie 
wyrazów postaci a3b114 oraz a113b3). Oznaczmy tę liczbę 
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 - czytaj: „117 po 3” lub „117 nad 3” .
Zatem powyższy wzór możemy zapisać jako:
a117 + 
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gdzie symbol 
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oznacza liczbę możliwych wyborów k nawiasów spośród 117 nawiasów.

· Zauważmy, że dzięki temu możemy też wyznaczyć rozwinięcia n-tej potęgi różnicy dwóch wyrażeń, np.
(a-b)2 = (a+(-b))2 = a2- 2ab+b2,   (a-b)3 = (a+(-b))3 = a3 - 3a2b+3ab2-b3,    (a-b)4 =…,   (a-b)5 = …

Jedyna różnica jest taka, że znaki zmieniają się na przemian, zawsze zaczyna się od + i dla parzystych potęg również kończy się na +, a dla nieparzystych na - ,zatem   (a-b)117 =
a117 - 
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· Te wzory też przydają się w sprytnych rachunkach, np. 772 = 802-6(80+32 = 6400-480+9 = 5929.
· Nadal jednak nie wiemy, w jaki sposób wygodnie wyliczać współczynniki przy rozwinięciach wyższych potęg. Zacznijmy więc jeszcze raz od początku.
Ad 2

· Zapiszmy kolejne lewe strony otrzymanych równości i odpowiadające im współczynniki występujące po prawych stronach (wymazujemy znaki i iloczyny potęg a i b). Mamy:
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· Można zauważyć, że np. (a+b)4 = (a+b)((a+b)3 = (a+b)((a3 + 3a2b+3ab2+b3), więc wyrazy postaci a3b wezmą się z pomnożenia a3 przez b oraz 3a2b przez a, zatem współczynnik przy a3b wyniesie 4 jako suma współczynników 1 i 3 stojących odpowiednio przy a3 i 3a2b. Podobnie będzie ze współczynnikami przy innych składnikach. Można to jeszcze sprawdzić na 1-2 przykładach. 
· Wynika z tego, że w otrzymanej powyżej tablicy liczb każda z wyjątkiem dwóch skrajnych jedynek jest otrzymywana jako suma liczb stojących bezpośrednio nad nią. To się rzeczywiście zgadza w powyższym fragmencie. A znając tę zasadę, możemy szybko wyprodukować liczby w kolejnych wierszach.
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· Tę tablicę nazywamy trójkątem Pascala (od nazwiska francuskiego matematyka Błażeja Pascala).
· Teraz możemy łatwo znaleźć współczynniki do rozwijania wzorów na n-tą potęgę sumy dwóch wyrażeń. Wystarczy w trójkącie Pascala zapisać n-ty rząd, licząc je od 0.
Ad 3

· Zapis 
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 (czytaj „n po k”) nazywamy symbolem Newtona (od nazwiska angielskiego matematyka Izaaka Newtona). Oznacza on liczbę, która stoi w n-tym rzędzie trójkąta na k-tym miejscu, przy czym rzędy i miejsca w rzędzie numerujemy od 0. To znaczy, że jest to wartość współczynnika w rozwinięciu (a+b)n stojącego przy składniku akbn-k oraz przy an-kbk, bo te współczynniki są jednakowe. 
· Przykłady. Należy wykonać kilka ćwiczeń na podawanie współczynników przy konkretnych wyrazach rozwinięcia np. (a+b)7, (a-b)9 itp., na ustalanie położenia i wartości liczb postaci 
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 oraz zapisywanie konkretnych liczb z trójkąta Pascala w postaci 
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· Zauważamy, że dla ustalonego n, k zmienia się w zakresie od 0 do n (0(k(n). W szczególności „7 po 10” nie ma sensu. 
· Łatwo można zauważyć, zapisać i uzasadnić różne własności symbolu Newtona i trójkąta Pascala, np.:

[image: image20.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

0

n

=
[image: image21.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

n

=1 (skrajne wyrazy w wierszu)

[image: image22.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

n

=
[image: image23.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

1

n

n

= n (drugi, a raczej pierwszy, numerując od zera, i przedostatni wyraz wiersza są równe i zgodne z numerem wiersza)
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 (dodawanie sąsiednich wyrazów z poprzedniego wiersza, aby dostać wyraz stojący pod nimi)
Zauważmy, że w tym wzorze dolny indeks kopiujemy z prawego składnika – należy to przećwiczyć na przykładach, np. „117 po 6” + „117 po 7” = …
Ad 4

· Aby uniknąć nieporozumień, proponujemy odróżniać np. ‘szósty wiersz trójkąta’ od ‘wiersza o numerze 6’. Szósty wiersz ma numer n=5. Podobnie  odróżniamy ‘szósty wyraz w wierszu’ od wyrazu ‘n po 6’, bo to jest wyraz siódmy.

· Ze względu na numerację wyrazów w wierszu od 0, w wierszu o numerze n (czyli n+1-szym z kolei) jest n+1 liczb, tzn. w wierszach o numerach parzystych jest wyraz środkowy, a w pozostałych go nie ma. Zauważmy (z własności addytywności), że środkowy wyraz jest zawsze parzysty (jako suma jednakowych liczb stojących nad nim).
· Każdy wiersz trójkąta Pascala jest symetryczny względem pionowej osi tego trójkąta. Jest to konsekwencją sposobu konstruowania tej tablicy liczb. Oznacza to, że wyrazy znajdujące się w równych odstępach od końców wiersza (lub od jego środka) są równe, tzn. 
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· Przykłady. Ćwiczymy podawanie symboli reprezentujących jednakowe liczby, np. 
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· Wyrazy w danym wierszu rosną „do połowy”, tzn. od 
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 jeśli n jest nieparzyste. Potem następuje symetryczne odbicie wartości, zatem liczby położone w wierszu bliżej środka są większe. Na konkretnych wierszach ćwiczymy wskazywanie symbolu/symboli największego wyrazu w wierszu.
· Przykład. Uporządkuj rosnąco liczby: 
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Rozwiązanie. Ponieważ 
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 rośnie w zakresie 0 ( k ( 50, mamy: 
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· Przykład. Porównaj liczby: 
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Rozwiązanie. Korzystając z symetrii i monotoniczności 20. wiersza, mamy: >, =, <, <.
· Sprawdzamy empirycznie na kilku wierszach, że suma liczb w tym wierszu jest potęgą dwójki, a dokładniej wynosi 2n, gdzie n to numer wiersza (liczony od zera). Można to łatwo uzasadnić, zauważając, że 
2n = (1+1)n = 
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· Sprawdzamy empirycznie, ile wynosi suma co drugiego wyrazu w wierszu (tzn. kolejnych wyrazów nieparzystych – pierwszego, trzeciego, piątego, … czyli o k parzystych): 
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+… = 2n-1. Wystarczy zauważyć, że jest to suma liczb z poprzedniego wiersza (własność addytywności trójkąta). Tak samo jest dla liczb o k nieparzystych, bo suma wyrazów w wierszu o numerze n to 2(2n-1.
· Patrząc na ukośne kolumny, widzimy, że w I stoją jedynki, w II – liczby naturalne, w III – liczby trójkątne (czyli sumy kolejnych liczb naturalnych, dokładniej w wierszu o numerze n stoi suma 1+2+3+…+(n-1)). Tę ostatnią własność sprawdzamy na przykładach i analizujemy na trójkącie, skąd się bierze.
Ad 5
· Pamiętamy, że zapis 
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 (czytaj „n po k”) określa, na ile sposobów spośród n elementów, jakie mamy do dyspozycji, możemy wybrać k elementów. Nie jest istotna kolejność wybieranych elementów i żaden nie może być wybrany dwukrotnie. 
· Przykład. Mamy 5 uczniów A, B, C, D, E. Na ile sposobów możemy wybrać dwóch z nich?
Wypisujemy systematycznie wszystkie możliwości par
AB, AC, AD, AE
- 4 szt z A

BC, BD, BE
- 3 szt z B
CD, CE

- 2 szt z C

DE

- 1 szt z D

W sumie jest ich 1+2+3+4 = 10, ale taka suma to przecież trzeci kolejny wyraz w wierszu o numerze 5, czyli 
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· Ile to jest „117 po 3”? Nie wiemy, jak to obliczać, nie rysując ogromnego trójkąta Pascala. Zastanówmy się więc, na ile sposobów można wybrać 3 osoby ze 117. Mamy 3 miejsca do obsadzenia, na I możemy wybrać każdego, to jest obsadzić je na 117 sposobów, na II – kogoś z pozostałych tj. na 116 sposobów i III – na 115 sposobów. W ten sposób jednak liczmy wybory tych samych osób dokonane w różnej kolejności, tzn. ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.
Aby to wykluczyć dzielimy otrzymany wynik przez 6. Ostatecznie mamy: 
[image: image71.wmf]6

117

116

115

3

117

×

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

. Możemy to zapisać inaczej jako: 
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· Wykorzystujemy tutaj silnię, czyli iloczyn kolejnych liczb naturalnych: n! = 1(2(3(…(n.
· Ogólnie możemy zapisać, że możliwych wyborów k obiektów spośród n jest 
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· Przykład. Klasa liczy 30 osób. Na ile sposobów można wybrać 5-osobową delegację spośród uczniów tej klasy?

Rozwiązanie. Nie jest istotna kolejność, w jakiej dokonujemy wyboru uczniów i uczeń może zostać wybrany do delegacji tylko raz, wobec tego możliwych wyborów 5 elementów spośród 30 jest 
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Ten sam wynik można uzyskać, stosując regułę iloczynu. Pierwszą osobę można wybrać na 30 sposobów, drugą na 29, trzecią na 28, czwartą na 27, piątą na 26, ale ponieważ kolejność wyborów nie ma znaczenia, iloczyn 30(29(28(27(26 należy podzielić przez 5!, bo tyle jest możliwych przestawień w obrębie każdej wybranej już piątki uczniów.
W ćwiczeniach ważniejsze jest sprawne wpisywanie „ogonów od silni” do licznika, niż końcowy wynik.

· Przykłady z kontekstem.
a) Na ile sposobów można rozdać 27 kart po równo między 3 osoby? 
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b) W skład komisji śledczej powołanej W Bardzo Ważnej Sprawie wchodzi 5 posłów PiS, 6 posłów PO i 2 z SLD. Prezydium komisji ma się składać z 5 osób: po dwóch przedstawicieli PiS i PO oraz jednym z SLD. Na ile sposobów można wybrać skład prezydium? 
[image: image77.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

5

 ( 
[image: image78.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

6

 ( 2

c) Ile jest łącznie boków i przekątnych stukąta wypukłego? 
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d) Ile jest punktów przecięć przekątnych 19-kąta? 
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- wybieramy możliwe czworokąty, dla każdego jego przekątne przecinają się dokładnie raz.
UWAGI
1) Czas trwania wykładu: 60-90 min, czas pisania zadań 60 min, termin konkursu szkolnego: 22-24 XI.
2) Nie używamy kalkulatorów!

3) Każdy podpunkt oceniamy zero-jedynkowo (4 punkty za każde zadanie).
4) Proszę przesłać poprawione prace pocztą lub złożyć na portierni IM UWr do 28 XI. Dodatkowo mejlem proszę przesłać nazwiska uczniów w pliku excelowym (cztery kolumny: imię / nazwisko / szkoła (np. GM 2 Legnica) / zdobyte punkty).

5) Lista finalistów będzie ogłoszona w Internecie 30 XI.

ROZWIĄZANIA
Zad. 1. N N T T
Zad. 2. T T T T
Zad. 3. T T N T
Zad. 4. N T T N
Zad. 5. N N T N
Zad. 6. T N T N
Zad. 7. T T T N
Zad. 8. N T N T

Zad. 9. T T T T
Zad. 10
a) 2010+2011 = 4021

b) 8 po 2 = 28
c) 25-1 = 31


d) 27-2 = 126

Zad. 11
a) 1



b) 8 po 4 = 70

c) 14 po 10 = 77(13 = 1001
d) 20
Zad. 12
a) 12 po 7 = 8(9(11 = 8(99 =792
b) 26-1 = 63
c) 5 po 2 = 10 (ew. 20)

d) 8 po 2 – 8 = 20
Zad. 13
a) +4x+4


b) +9a2+27a+27
c) -8z3+24z2-32z+16         d) a5-5a4b+10a3b2-10a2b3+5ab4-b5
Zad. 14
a) 49 po 6


b) 20 po 10
c) 15 po 7 razy 8 po 5

d) 13 po 3 razy 12 po 2
Zad. 15
a) 216



b) 213
c) 19 po 2 = 171


d) 19+18 = 37
KONKURS MATEMATYCZNY KO-MA 2010

ELIMINACJE SZKOLNE

GIMNAZJUM ........................................................

Imię i nazwisko:
..........................................................................
klasa: ...................................

W zadaniach 1-9 przy każdej odpowiedzi zaznacz kółkiem prawidłową (TAK lub NIE).
Zad. 1. Czy nierówność 
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 jest prawdziwa dla danej wartości n?

a) n = 11


TAK  /  NIE

b) n = 10


TAK  /  NIE

c) n = 9


TAK  /  NIE

d) n = 7


TAK  /  NIE

Zad. 2. Czy liczba 
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 jest parzysta dla danego n?

a) n = 8

TAK  /  NIE

b) n = 11

TAK  /  NIE

c) n = 14

TAK  /  NIE

d) n = 15

TAK  /  NIE

Zad. 3. Wiadomo, że 
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oraz 
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. Czy poniższe równości są prawdziwe?

a) 
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TAK  /  NIE

b) 
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TAK  /  NIE

c) 
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TAK  /  NIE

d) 
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TAK  /  NIE

Zad. 4. Czy 
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 jest podzielne przez 3 dla danego n?

a) n = 39


TAK  /NIE

b) n = 37


TAK  /  NIE

c) n = 36


TAK  /  NIE

d) n = 34


TAK  /  NIE

Zad. 5. Czy 
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 dzieli się przez 
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 dla danego n?

a) n = 2007


TAK  /  NIE

b) n = 2008


TAK  /  NIE

c) n = 2009


TAK  /  NIE

d) n = 2010


TAK  /  NIE

Zad. 6. Czy podane równości są prawdziwe?

a) 3(
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TAK  /  NIE

b) 3(
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TAK  /  NIE

c) 3(
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TAK  /  NIE

d) 3(
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TAK  /  NIE

Zad. 7. Czy równość (a+b)3 = a3+2a2b+2ab2 +b3 jest prawdziwa dla podanych a i b?
a) a = 0, b = 2007


TAK  /  NIE
b) a = -2007, b = 0


TAK  /  NIE
c) a = 2007, b = -2007

TAK  /  NIE
d) a = 2007, b = 2008


TAK  /  NIE
Zad. 8. Czy równość a4(b4 = a4+4a3b+6a2b2 +4ab3+b4 jest prawdziwa dla podanych a i b?
a) a = 3, b = 2



TAK  /  NIE
b) a = 2, b = 2



TAK  /  NIE
c) a = 2, b = 5/2


TAK  /  NIE
d) a = 3, b = 3/2


TAK  /  NIE
Zad. 9. Czy podane wyrażenia są równe 
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TAK  /  NIE
b) 
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TAK  /  NIE
c) 
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TAK  /  NIE
d) 
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TAK  /  NIE

W zadaniach 10-15 podaj odpowiedź w każdym przykładzie.
Zad. 10. Jakie to liczby?

a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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………................................

Zad. 11. Ile wynosi ta liczba?

a) współczynnik przy najwyższej
potędze a w rozwinięciu (a+b)2010 
.………..........

b) współczynnik przy akbk 
w rozwinięciu (a+b)8 
……………….………..........

c) współczynnik przy a4b10 
w rozwinięciu (a+b)n dla pewnego n
.………..........

d) suma współczynników przy a3b2 
i a2b3 w rozwinięciu (a+b)n
dla pewnego n


……...………..........

Zad. 12. Na ile sposobów można wybrać (podaj liczbę):

a) 7 osób z 12?

…………….……..

b) dowolną grupę osób z 6?
……………….......

c) prezesa i wiceprezesa
z 5-osobowego zarządu?
……….…………..

d) jedną spośród wszystkich 
przekątnych 8-kąta?

.……….…………..

Zad. 13. Uzupełnij wzory.

a) (x+2)2 = x2……………………………………….

b) (3+a)3= a3 ……………………………...…..…...

c) (z-2)4= z4 ….……………………………………
d) (a-b)5= ………………………………….………
Zad. 14. Zapisz za pomocą symboli Newtona, na ile sposobów można:

a) wylosować 6 spośród 49 kul w Lotto. ………………

b) podzielić 20-osobowa klasę
 na dwie równe drużyny.
….………...….……….

c) podzielić 15-osobową klasę na 3 drużyny,
tak aby w I drużynie było siedmioro
uczniów, w II pięcioro, a w III troje.
……………….

d) wybrać delegację klasy liczącej 13 chłopców
 i 12 dziewcząt, w której będzie
3 chłopców i 2 dziewczyny.
…………………….….

Zad. 15. Ile wynoszą te liczby?

a) suma wszystkich wyrazów w 17.
z kolei wierszu trójkąta Pascala
………….…………….

b) suma wszystkich wyrazów 
o numerach parzystych w 15.
z kolei wierszu trójkąta Pascala
……………..…………

c) suma wyrazów o numerach 1
z pierwszych 19 wierszy
trójkąta Pascala

……………………..………….

d) suma skrajnych wyrazów
z pierwszych 19 wierszy
trójkąta Pascala

…………………...………….
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